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publics ou prive´s.
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����� ����������� ��� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������� ������������ �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������ ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������������� ��������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� �������� �� ������������
�� ���������� ��� ������� �� ��� �������������� ��� �� ����� ������� ���� ���� �� ���
����� ��������� ��� ���� ��� �������� ����������� �� ������� �� �������� �� �������� ������
����� ���������������� ������������ ���������� ���������� �� ����� ���� ����� ��� ��� �������
������� ��������� ���� ��� ���������� ��������� �� �� ������� �� ��������� �� �������
����������� ��������� �� ������������ �� ��������� ��� ������ �� ���� �����������
������� p �� q ���� ������� �������� ���� ��� q ������ p−1� ������� ��������� g ∈ Z\{0}
��� ��� α = (g
p−1
q mod p) �= 1 ������������ ��� α ���� �� ���������� �� ������ ��������
������� q ���� Z/pZ �
���� �� ������� m� ��� ��� ������ a ∈ (Z/qZ)×� �� ������ ��������� k ∈ {0, . . . , q − 1}
�� ��� �������� �� ������� H �� ���� ����� �� ��������� ��������� (r, s) �������� �
r = (αk mod p) mod q,
s = (k−1(H(m) + ar)) mod q.
�� ��������� ��� ���� �������� m1 �� m2 ��������� ������ ������ ���� �� ���� ������
��������� �
s1 = (k
−1(H(m1) + ar)) mod q,
s2 = (k
−1(H(m2) + ar)) mod q,
�� ��� �������� ���� �� ��������� �� �������� �� ������ �� �� ������ ��������� �
s1 − s2 = (k−1(H(m1) + ar −H(m2)− ar)) mod q,
= (k−1(H(m1)−H(m2))) mod q.
���� k = (H(m1)−H(m2))(s1 − s2)−1 mod q.
�� ��� ������ ������� �� �������� �� ��� ������ �
a = (s1k −H(m1))r−1 mod q.
�� ������� ��� ��� s1 − s2 �= 0� �� ���� �� ��� ��� �� ���� H(m1) = H(m2) �� ��� �������
��� m1 �� m2 ������� ��� ��������� ���� H�
��� ������� ��������� ������ �� ��������� �� ��� ������ � ������ �� �������� ���� �� ��
������ ��������� ���� ������������ ��� ������ ����� ��� ���� �� ������� ����� ����� ���
��� ������� ����������� �������
�������� ������� ����� ������� �� �� ���������� ��� ���� ��� ������� ���+��� �� ��
������������� �� �� ���������� �� �� ��� ������� �������� ������������ ����������� ����
���� ��������� ��� ����������� ��
���������� �� ������� ���������� ���� �� ������� ���������������� �� ��� ����� �����������
�� ������� �������� �� ��������� ����� ��� �� ������������ �� ��� ������������
��� ��������� ��� �����������
����� ����������� �������������
�� ������� ���� �� ���������� �� ������� ���������� ��� ������ ����� �� ��� ������� ���
�������� �� ���� ���������� ������������� �� �������� �� ��� ������������ ������� ���������
���� ��� ������ ������ ������ �� ������� �������� ��������� ��� ���� ��� ��� ������
��������� ���� ��� �� ����� ���� ���������� ��������� ����� ����� ������� ��� �������� ��





������ ���� �������� �� �������������� ������� ���� �����
�� ������ ��������� �������� ���� ������� ��� ������ ������������� ���� �� ���������� ���
���������� ������������������� ����� ��� ������ �������� ���� �� ���� �� ����������� �� ����
����� ��� ��������� �� ��������� ��� ����������� �� ���������� ��� ����� �� ������ ���
��������� ���� � �� ������� ��� ��������
���� �� ����� ���� ������������� ���� �������� �� ���� ��� ������ ��������� �� ����� ��
��������� ���� ��������� �������� ����������
����������� ����� ��� ��� ��������� �� �������
�� �������� ������� ��� ����������� ������������� ����� ��� ��� ��������� �� ������� ��� ��
������� � �� ��������� ��� ����� x1, x2, . . . , xn �� ��������� �� �������
xj = H(f(xj−1, ����)),
���� x0 �� ������ ���������� � ��� �������� �� ��������f ��� �������� �� ���� ��� �������
�������������� ��� ������� �� ���������
���� �� ����� ���� ����������� �� ���������� ���� ��� �� �������� ����� ���������� ��
������ ����� ��� �� ���� �������� ����� ��� �� �������� ���� �� �� ������������ �������
�������� ��� ��� ��������� ����� ��� ��� ��������� �� �������� ��� ���� ���� ��� ���
�� �������� �� ������������
������ �� ������� ���� ��� ������������ ���������������� ������������� ��� �����������
��� ���� ������ ���������� ���� �� ���������� ��������
����������� ����� ��� ��������� ��������
���� ������ ��������� ���� ����������� ���� �� �������� ������ ��� ��� ���������� �����
����� ��������� �� ������� ��� �� ���������� ������� ���� �� ������� �� ������ ������ ��������
���� ��� �� ���������� �������� �� ��������� ��������
���� ���������� �� �������� �� ������� ���������� �� ������� �
xj = xj−1T,
�� T ��� ��� ������� �� ������ n × n � ���������� ���� F2 �� �� ������ x0 ��� �� �������
�� F2�
�� ��������������� �� �� ���������� ������ ���� �� ������������ �� �� ������� T �












� � � � � �
���
0 · · · 1 0
 , R =

0 1 · · · 0
���
� � � � � �
���
���
� � � 1
0 · · · · · · 0
 ,
In �� ������� �������� �� ������ n �� (a, b, c) �� ������� ��������� ������� �� ������� � �����
����� �� ������� �� �����������
�� ������ �������� ��� ���� ������ ��������� ���� ��� ����������� ������������� ����� ���
��������� �������� ��� ����� ��� ��������� � �������� � ����������� �������� ������ ��������
bn bn−1 · · · b3 b2 b1
�������� �� ����������� ��������
�������� �� ����
������ ���� �������� �� �������������� ������� ���� �����
���� �� ���� �� ������ ��������� ������ ������� (b1, . . . , bn)� ������� ��� ���� bj �������� ����
�������� ��� �� �������� �� ����������� �������� ������� �� ������ (bj−n, bj−n+1, . . . , bj−1)�
�� �������� �� ������������ ��� ���� ������ ��� ����������� ��� ��������� ��������� ��
���� ��������� ��� ����������� ��
����� ���� �� �������� �� ������ n �� �������� ��� 2n − 1 ����� �� �������� ��������� ���
�������� ������ ������� �� n ������� �� ��� �� ������ bj ����� ����������� ��������� ���
��� n ���� �� �������� �� ������� ���� ���� ���� ������ ����� 1 �� 2n − 1� ���� ����������
���� �� ����� ��������� ���� �� ������� �� �� �������� �����������
����� ����������� ��� �������������
�� ������ ���� �� ���������� �� ������� ���������� ��� ������ ������ �� ��� �������
���������� ��� ������������� � �� ��������� ��� ����� �� ���������� �� �� ���� ��� ������
������ ��� �� ���������� ��������� ���� � ������ ����� ������ �� ����� �������� ��������






������ ���� �������� �� �������������� ������� ���� ������
������� ����������
�� ������ �� ���������� ������� ���������� ������������ ���� �� ����� �� ������ ����������
������� ��� ���� ��������� ������ ����������� ���� �� �������� ��
������������� ��������������
��� ���� �� �������� ����� �� �� ������ �� ����� �������� ���������� ��� ���������� �������
������ ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������ ���� �������� ������������
������ �� ��� ���������� �� �������� � ��� ����������� �� ������������ ���� �������� ��� ���
����� �� �� ���������
�� ��� ��� ������� ������� ���� �� ����������� ������� �� �������� ������� ��� � � ���
������ �� ��������������� ����������� ��� ����������� ������ �� ������� ��� �� ������� �����
��� ����������� ���� ������� �� ������� ��� ������ ������������ ���������� �� ������� ��
������ ���� ���� ���������� ��������� ����� ����� ��� ������������ ���� �� �� ���������� ��
�� ������� ���� ��� ������������� � �� ��� ������ ������������ �� ������������ ����������
�� ������������ ��� ������������
�� ������� �� ���� ������ ���� �������� �� ������� �� �� ������ �� ���������� ��� ����������
��� ���������� ���������������� ���� ������� ���� ����� ������������� ��������� ��
���� �� ����� ��������� ��� ��������� �� ���� �������� ��������� ����� ����� ��� ��������
�� �������� �� ������������
���������� �� ������� ��� ���������� ������������ �� ����������� �� ������ ��� �� ���� ��
��������� ������ ��� ������������� ����� �� ���������� �� ��� ������� ������ ����������
����������� ��� ���������� ������������ ��� ��������� � ������ �����
�� �������� ���� ��������� �� ������������ ������ �� ��� ������������ ������������ ������
���� ������������ ��� ������������ �� ����� �� ��������� ��� ������� ������������ ����� ������
����������� �� ������ �������� ��������� �� ������������ � ������ �������� �� �����������
���������� ����� �� ���� ��������� �� ���� ������������ ������� �� �� ��������������� ���
������� ���� ����� ��� ���������
��� ������� ������������ �� ������
����� ���� ������� �� ������������� ��� ������� ���������� ������ �� ���� ������� ����
�� ������������� �������� �������� ��� ��������� �� ������� ��� ���� �� ����� �������
���������� �� ����� ��� �������� �� ������ �� ����������� ��� ������� ���������� ��
���������� ������������ ��� ��������� ���������� ��� ��������� �������������� ��� ������
�������� �� ��� ����� ���������� ������ ���� ��� ��������� ����������� ��� ���������� ���
���� ������� �������� ��� ��� ����� �������������
����� ����� ������������
���� (Ω,P(Ω)) �� ������ �������������� ���� Ω = {0, 1}� ������ �� ������B = (B1, . . . , Bn)�
����� �� ��������� ���������� � ������ ���� Ω �� ��������� ��� ���� ��������� ���� ������
������ b = (b1, . . . , bn) �� ����� ������ B�
���� ���������� �� ���� ������������ �� ���� ������� ������ ��� ��������� H0 �������
��������� ����� �� ��� ��������� Ha ������� ��������� ������������ �� ��������� �������
�� ����������� SB = S(B1, . . . , Bn) � �������� ��������� ���� �� ������� �� ������������
���� ����������� H0 ������������� ������ �� �������������� ���� �� ��������� ��� �����
���������� �� ������� �� �� ���� ��� �� ����� �� �� ������ ���� �� ����������� ������ ��
������ ��������� ����� �� ������ �� ��������� �� �������� ���������� � ������ ��� ������ ��
����� R ����� ��� ������� ��������� �� �� ����������� Sb� ����� �� ���� ���� ��������� �����
�� ����� �� Sb ∈ R �� ����� �� ������ �� Sb /∈ R�
�� ������� ����� ��� �� ������ �� ���������� I ����� ��� �� �������� �
p = P (SB < Sb|H0) = FSB (Sb),
�� ��� ������ �� ��������� �� ������������� �� �� ������ Sb ���� �����������H0� ������������







���� ������� ������������ �� ������ ��
�� α = P [echec|H0] ��� �������� �� �������� ������� �� ���� ��� ���� �� ������ �� p ∈ I ��
�� ����� ������ ���� ��� ����� ������������ �� �������������� �� ������ �������� α = 10−4
��� �������� ���� �� �������� ����� �� ����������
��� ��� �� ������ �� ��� ����� ������������ ��� �� ��������������� ������� �� �����������
������������ �� ����� ������������� �� ������ ����������� H0 �� ������� � ���� ���������
�� ������������ �� �� �������� SB ���� H0� ���������� ���� �� ������ ������ ��� H0 ���
����������� ���� ����������� ����������� ��� �������� �� ���� �� ���� � �������������
��� �������� �� ������� ����������� H0 � � �� ������ B ��� ��� ����� �� ��������� ����������
������������� �� ������������� ����������� �� ��� ���������� �� ��������� 12 �� �� ��� ����
�� ���������� ��� ������������ ���� �� ������������ ��� ������ ��������� �����������
����������� �������� ���� ��� ������� ������������� ������ ��� ����� �� ����������� ������
������ ���� �� ������� ���� ���� ����������� ���� ����� ��������� H0� ������ �����������
����� �������� ����� � ������� ���� ������������
����� ��������
�� ���������� ��������� ���� �������� ������ ����� ������ ��� ����������� ��������������
���������� ���������� �� �������� ������������� ��� �������� �� �������� ��� ������ ��
��� �������� ������ ��� �������� �� ���� � ������ �� ������������� ���� ������� ���� ��
���������� �� ������� ����� ���������� ��� ��������� �� ��������� �� ��� ������ �� �������
���� ������������� ����� ���������� ��� �������� ���� �� ����� ���� ���� �� ���� ����
���������� ����� �� ������ �� ���� ���������� � �� ��������� ���� ��������� �������������
�� �� ���������
����� ������������ ����� ������ ������� ��� ����� ���������� �� ���������� ��� ���������
����������� ���� �� ������������ ������������� ���� ����������� �� ����� ��� ������� ���
��� ����������� ���������� ������� ������ ������ ���������� �� �������� ��� ���������� ����
��������� ���� ��� ���� ����������� ����� �������� �������� ���������� ����� �����������
�� ������� �� ������������� ���������� ��� ������ ������� ������� ����� ��� ���������
�� �����������
��������� ������ �������� �� �������
������ (Ω,P(Ω)) �� ������ �������������� �� S ��� ������ ��� ����� ������������ ��� �����




P (S = x) log(P (S = x)).
������� �� ������ ��� ���� ������������� ���������� �� ������� ��� ������ � ������� �� �����
�� �������� �� ������������
��� ����� ���������� �� ��������� ���������� �� �������� ������� �� ������ �� �� ������ �����
��� ���� �������� ������������ ��� ����� ���������� �� ������� � �������� � ����������
���������� ������� ����� ��� ������� �� ����� ������ ��� ������ �� ������ ����� ��� �������
�� ������� �����������
��������� ������ �������� �� �����
������ (Ω,P(Ω)) �� ������ ��������������� S ��� ������ ��� ����� ������������ ��� ���






P (S = x)α
�
.
�� �� ����� �� ������ α→ 1 ����� �� ������� ���������� �� ������� �� �� ������� �� ������
α→∞ ����� �� ������ ���������� �������� ��� ������������� �
H∞(S) = − log(max
x∈Ω
(P (S = x))).
���� �� ����� �� ��������� ��� ���� ��������� ������ ��������� ���� ������������ ��� ���
������� ���������
����� ������ �������������
���� �� ����� �� �� ��������� ���� ������ ������� ��� ������� �� ������ ��� ���� ���� ��
����� �� �� ������� �� ������������� ��� � ������� ������������� ��
��������� ������ ������ ������������� �������
��� ������ ������������� ��� ��� �������� �� ��������� ���������� X0, X1, . . . , ����� ��� �
� ������ Xi ����� ��� ������� ���� �� �������� ��� Γ� ������ ���������� �� �� �������
� �� �������� ��� ������������� �������������
P (Xi1 = y1, . . . , Xik = yk) = P (Xi1+h = y1, . . . , Xik+h = yk),
���� ���� i1, . . . , ik, h ∈ N �� ���� y1, . . . , yk ∈ Γ�
���� �� ���� �� ������ �� ��� �������� �� ������ ��� ������ ����������� �� ������� ���������
���� ���������� ������������� �� ������������ ���� ������� ������� ��� �� ������ �������
��� ���� � ������� ��� �������� ����������� ����� ������ ��� ��������� ���� ��� ������� ��
������ �������� ���� �� �������� �� ���� ������ � �� ������� t ��� ��������� ��� �� ������
��� ������� �����������
���� ������� ������������ �� ������ ��
��������� ������ �������
���� X = X0, X1, . . . , ��� ������ �������������� ���������� �� �� ������� ���� H{X}� ���
������ ����� �
lim
n→∞H(Xn|X0, . . . , Xn−1),
���� H(A|B) = −�
i,j
P (A = ai, B = bj) log(P (A = ai|B = bj)) ���������� ���������������
�� �������� �� ������ �� ���� ��� �� ������� ����� ��� �� �������� ������� ���� �� ������
��� ������� ���� �� ����� ������� ��� �����
�������� ������ �� X0, X1, . . . , ��� ��� ������ ������������� ����� �
H{X} = lim
n→∞
H(X0, X1, . . . , Xn)
n+ 1
.
����� ������������� ��������� ���������
��� ��������� ������������� ��������� ����������� ��� ����������� ������ ���� ������ ����
��� ������� �� ����� ������� ���� ��� ��� ��������� ��� ��������� � ����� ����� ����
����� �� ����� �� ����� �������� ������������ �� ������ ���� �� ����������� � �� ���� ���
������ �� ����� ������������ ����� ��� ��� ���������� ������������ �������� ��� ��� ���������
���������������
������� ������ �� �����
����� ��� ����������� ������ �� ����� ���� ������ ��������� ����� �� �������� ����� ��� �����
��� ����� ����
��������
����� ����� ������� �������� ������ ����� ���������� �������� ��� ������� �� ����� �� ����
������ ������� ��� ���������� ������������ ��� ��� ������������ �� �� ��� ���� ����� �����
��� ����� � ��� ���� �� ������� ����� �������� �� �������� �������� ����+��� ���
���������� ��� ����� �������� �� �������� ��������� ��� �������� �� ��������� ���� ����
�� ������ ����� �������� ��� �� ��������� ��� ���� ������������ ���� �� ������
��� �� ���� �����������
������� ���� �� �����
����� ���� ��� ��� ������ �� � ����
��� ���� ��� ��� ������ �� � �� �� �
���������� ���� ��� �� ���� ������ ����� �� � �� �� �
����� ���� ����������� ��� ����� �� �� ����� ���� ���
�� �������� �� ������������
����� ���
��� ����� ������� ��� �������� �� ������ ������ ���� ������ ����� ������������ � ��� �������
��� ����� ������������� ��� ��������� �� ����� ����� ��� ��� ������������� �� �����������
�������������� ����� ��� ��������� ���������� �� ��������� ������ ���������� �� ��������
��� ���� ����������� � ��� ��������� �� ������� ���� �������� [0, 1] �� ��� ��������� ��������
�� ������ ��� ��������� ��� ����� ���� ��� ��������� ��������� ��� ���������� ��� ����
����������� ���������������� ���� ��������� ��� ������ �� ��������� �������������� ��
� �� �� ����� ����� ��������� ��������� �� ������ ����� ���� ��� ��������� ���� �������� ����
����� �� ��������� ������������� � �� �������� ���� ���� ���� ��������� ���� ��� ��������
�������� ��� ����� ��� ��������� �������� �� �������
��� �� ���� �����������
������������������� ���� �� �� ������������ ������������
����������������� ���� ��� ��� ������ ��� ���� ������� �� ����������� ���
����� �� ���� ����� ��� ������ ���� ������ �� ��������� t
������������������ ���� �� ������ � �����
���������� ������ �� �� ������ �� ���� ����� ���� �������� �� ��������
��������� ���� �� �����������
������� ���� ��� ��� ���������� �� �������
�������������� ���� ���������� ����
��������������� ���� ��� �� ����������� ����� ��� ����� �� �� ����
������������� ���� ��� �� ���������� �� �
����������� ���� ��� �� ����������� ����� ��� ����� �� L ����
������������ ���� �������������� ��� ����� �� L ����
�������� ���� ������������������ �� �������� d
��� ���� ����
���������� ���� ��� �� ���� ��� �������� �������
���������� ���� ��� �� ������ ��������� ��� Z ������ ��� �� ��������
����� ���� ����������� ��� ����� �� �� ����� ������
��� �� ���� �����������
������������������� ���� �� �� ������������ ������������
����������� ���� ��� �� ����������� ����� ��� ����� �� L ����
������������ ���� �������������� ��� ����� �� L ����
���������� ���� ��� �� ������ ��������� ��� Z ������ ��� �� ��������
����� ���� ����������� ��� ����� �� �� ����� ��������
���� ������� ������������ �� ������ ��
������� ���������� ������������
��� ��������� ���������� ��������� ����������� ��� ����� ������������ ���� �������� ��� �����
�������� �� ��� ���������� �������������� �� ��������� �� �� ������������ ����� �� ����
�� �� ��� �������� ��� �������� ��������� ���� ���������� ��� ���������� ��������� �����
��� ���������� ��������� ���� ������� �� ������� ���� �����������
������
�� ��������� ������������ ������ ��� ������� �� ���� ���������� ��������� �� ����� ����
������
��������� ��� �� ���� �����������
T0 ���� ��� ��� ��������
T1 ���� ����� ����� �����
T2 ���� ��� ��� ������ �� � ���� ����� �����
P1 T3 ���� ��� ��� ������ �� � �� �� � ����� �����
T4 ���� ��� �� ���� ������ ����� �� � �� �� � ����� �����
T5 ���� ������������������
T6 ���� �� ������������ ��������
P2 T7 ���� �� ������������ ������������
T8 ���� �� ������
����� ���� ����������� ��� ����� �� ��������� ������
�� �������� ��������� �� ������� �� ��������� ������ �
� ����������� �� ���� T0 ��� 216 × 48 �����
� ����������� ��� ����� T1 � T5 ��� ��� ��������� �� 20 000 �����
�� ��������� ����� ������� ��� �� ���� ��� ����� ���� �������� �� ��� ����� ��� ��� ���������
�� �� ��� ���� ������ ����� �� ��������� ��� �������� ��� ��� �������� �������� �� �����
���� �� ��� �� ��������� ��������� �������� ��� ������ �� �������� ��� ��������
���� �� ������� ��������� P2� ��� ����� T6 � T8 ���� �������� ��� �� �������� ������� ��
����� ����� ����� ������ ���� �� �������� �� �� ���������� �� ��� �� ������� �� �������� ��
���� T8 ��� ������� ����� ���������� �� ���������� ���������
�� ������
�� ����� �� ������ �������� � ��� ���������� ��� �� ���� ���� ��������� �� ����� ��
������� �� �������� �� ����� ��������� ����� ��� �� ������ ��� ���������� ������������ ���
��������� ���� ���� ������� �����������
�� �������� �� ������������
��������� ��� �� ���� �����������
P1 χ
2 ������������� ���� ��� �� ������������� �� �� ������
χ2 �������������� ���� ��� �������������� ��� ���������
������� ������� � ���������� �� ���������� ��������
P2 ������ ���������� �� ���������� ��������
��������� ���������� �� ���������� ��������
P3 ���� �� ����� ���������� �� �� ������� ��� ����������� ����������
P4 ���� �� ���������� ���� �� �����
���� �� ����������� ���� �� �����
����� ���� ����������� ��� ����� �� ��������� �� ������
���� ���� �� ������ ���� ����� ����� � ���������� ���������� �� ����������� �� ���������
�� ����� �� ������� ��� �� �������� �
� ����������� �� P1�
� �� P1 ��� �������� �� ������� ���������� �������� ��� �� ������� ������ ��� ��
��������� ������
� ����� �� ������� �� ��������� P2 ��� ��������� ���������� ��������� �� ��������
�� ���� ���������� ��� ����� ����������� ����� ���������
� ����������� �� �� ��������� P3 ���� �������� �� ������� ��� ����������� �� �� ������
�� �����������
� ����������� �� �� ��������� P4 ������� �� ���������� �� ������ ���� �������� ���
������� �� ������
��� ����
���� �� ���� �� �� �������� ������������ ���� ����� ��� �� �������� ������������ ��������
��� ������� ���������� ���� �� ������������ ��������� ���� �� ����� ��� �������������
����������� ���� ���������� ��� ���������� ����� ��� ��� �������������� ������� ��� ��������
��� ������ ������ ��� �������� ����������� ��� ��������� ������� ���� ����� ���������
�������� �� �� ����� �� ���������� ��� ����������� ���������� � ������ �� ���������� ����
������ ���� ����� ����� ���� ������� ��� ���������� �� ������ ������ ����������� �� ������
������������ ���� �� ������ ����� ��� ��� ����� ������� � �� ������ ��� ��������� ����
�������� ��� ��� �������� ������������ ���������� ���������� ���� �� ���� �� �����������
��� ���������� ��� ����������
������ �� ����� �� �������� � ���� ������ �� �������� ��� ������� ����������� �� �� �����
������� �������������� ���� �������� ���� ������� ��� ���������� ���������� ��������
������ � ��������� ��� ����������� ��� �������������� ���� ����������� ��������� �� ����
���� ���� ��
������ ������� ���������� ������ ��� ��� ���������� �� �������� ���������� �� ����������
������ ��� ������������ ������� ��������� � ��������� ���� ������������
���� �� �������� � ���� ����������� ��� ����� ���������� ��� ��������� �� ������� �����
������ ����� ��� ��� ������� �� ������� ��� ������ ������������� ���� ���������� ���������
��� ������� ���� ������� �� �� ������� �������� �� ���������� ���� ������� ��� �����������
������� ���� ���������� ����� ��� ��������� ��� ����������� �������� ���� ��� �����������
�������� ���� ������������
���� ���� �� �������� �� �� ������� ���������� �� ������� �� ��������� ����� ��� �������
��������� �� ��� ������� ���������� ���� �������������� ��� ������ �� �������� � �� ��������
��� ������� �� ������ �������� ���� ������������� ���� �� ������� ����� �� ������� ����
� ��� ������� ���� ���� ����������� ���� �� ������ ����� ��� ������������ ��� ������� ��
������ ������� ���� �� ����� ��� ������
�� �������� �� ������������
�������� �
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������������ ���������� �� ������������ �� ����� �� ������������� ���� ��� ��������� �����
���������
���� ��� ������� �� �� ������ �������� �� ������ ������������ ������� ���� �� ����������
�� ���� ���� �� ����� ��� �� ������ �� ����� �� ��������������
���� �� ��� �� ���������� ��� �� ����� ���� ���� �� �������� �������������� ����� ���
���� �� ���� �� ��� �� ���������� ����� �� ���������� �� ���� ����� ���� ���� �� ������
������ �� ������ �� �������� ������������� ���������� ���� ����� �� ������������ ��
����� �� ������������� ���� ��������� �� ���������� ������ �� ���������� �� ����� ��� �����
��� ����� �� ������ ���� �� ������ �������� ��� �� ���� ����
���� ������� ���������� ���� �� ����������� ��
����� ����� �� ����� ���� ��� ������� �������������� �����������
�� ����������� �� ������ ���������� �� ���������� ���� ����� ��� ������� �� L ������
���������� ���������� ������ ��� ����� �� ������ �� �� ��������� ������� ��� ���� �� ���
��������� ���� ���� ��������� �� ������� �� ���� �������������� ���� ��������� �� ������
���� �� ������� �������� ��� ��� �� ��� ������ �������� ���������� ��� �������� ������������
������ � ������ ��������� �������������� �����������
������ ���� ��������� �� ���������� ���� ��� �� ������ �������������� �����������
��������� ���������
���� ������ ��� L ������� Fi ���������� �������� ������ � ������� ��������� �� ���� � ����
���� ��� Ri �������� ������ � ������� ������� �� ���� � ������� �� �� Ci �� ������� �� ����� ��






����� ���� ����� �� ������ ���� ����� �������� ������������� ����������
�������� Fi ��� ������ ���� �� ������ �� ��� ���� ������� ���� ����������� ���� �� ��� ���������
�� ������ ����� ��� ��������
������������ �� ������� �� ����� �� �� ����� ��� �� ��������� �� ����������� ��� �������
���� ��������� �� ������� ����� �� ������������ �� ���� ������ �� Ci = Ci−1 �� ����� ��
������������ �� ���� ������ �� Ci �= Ci−1�
��
�������� �� �������� ��� ������� ���������� ��
������� �������������
����������� �� ����� �� ������ �� �� ������� �� ������������ �� ��� ����� ����� �� �������
�� ������ i � ������ i+ 1 �� �� ��������� �� �� ��� ����� ��� ��� ������ ����� �� ����� ����� ����
���� �������� �� ������ i+ 1 � ������ i�
��� �������� ������� �� ��������� ���� ����� ����� ����� ������ (C1, C2, C3) = (1, 0, 0)� ��
�� ��� �� ������������ �� ������� ���� ���� �� ������ �� ������ �
F2 = C1 = 1 �� R2 = C3 = 0 → F2 �= R2.
�� ����� �� ������ ���� ������ ����� �� ������� �� ���������� ������ �� ������� �
C2 = F2 = 1,
�� ��� ����� �� ������ ���� (C1, C2, C3) = (1, 1, 0)� �� � ����� ������� �� ����� � �������
��������� ���� C2 �= C3� �� �� ����� � ������� ��������� ���� C1 = C2��
�� �������� �� ������ ������������ ��������� �� ��� ���� ����� ���� ����� ������������� �
� ���� ������������ ������ �� ���� ���������
� ���� �������
���� �� ���� ������������ ������ �� ��� ������� L ������� ������������ (Ci)1�i�L�
������ �� ����� �� ������ ����� �� ���� ������� T �� ��� ��������� �� ����� �������
Δϕ = T2L �
������ ���� ��������������� ��� L ������ �� ��� ��������� ���������
���� ������� ���������� ���� �� ����������� ��
��� ������� ������������� ��� ������� �� ������ ����� �� ��������� ��� ������� �������� ��






����� ��� ������ ���� ������������ �������� ������ ������ ����� ������������� ���� ��
���� �������� ���� ���� ������� t �� ������ �������� �� j ��� ��� �
|t− tj | � Δϕ
2
,
�� tj ���������� �� ����� �� �� ������ Cj ������ �� ������ ����� ����� ������ �� ������������
������ �� tj ���� ������ �� ������ ���� ��� �� ������ Cj ��� ���� ����� ��� Δϕ� ����� Cj ���
������������� ���� ��� ���������� �� ��� �������� ��� sj ��� ��������� �� ��� ���������� ψ
����� ����������
�� ���� ������������ ������� ������ �� ��������� �������� �
• ������ ������� �� ������ ������������� ��������
• ��� ����� �� ����������� ���� �� ����� �� �������� �
� Dff �� ����� �� ����������� ����� �������� ����� �� �� �������
� Drr �� ����� �� ����������� ����� �������� ������� �� �� �������
• �� ���� ������������ �� �������� NJNB �� NJ ��� �� ������ �� ������ �� NB �� ������
�� �������






������������ ����� �� ������� ����� ��� ����� �� ����������� �� �� ������� ����� �� ������
�� ������ �� �� ������ ���� �����������
������ ������������
���� �� ���� ��������� ��� ����� ������ (tmi)1�i�L �� ����������� ������� ��� ������� ��
������ (Ci)1�i�L ���� ���������� ������������ ��� �� ������ ����� ������� ������������� �����
����� ������ � ��� ����������� �� ���� �������� ���� ����� �� ���������� ��� tm1 � tm2 �
· · · � tmL � ������ �� ���� ��������� �� ����� ������� �� ���������� ������� �� ������ Ci
��� ��� �������� ��������� ���������� Xi �� ������� tmi �� ������� ���� σ �������������
� ����������� �� ����� �� ������
�� ��������� ��� ��������� ���������� (Xi)1�i�L ������������� ��� ����� ���� ��������� � ���
���������� ��������� ������ � ���� ������ ��������� �� ����
��
�������� �� �������� ��� ������� ���������� ��
������� �������������
�� ���� ���������� ψ = µ+ ω ����
ω = sj ⊕ sj−1 �� µ =
�
i �= j
i �= j − 1
si.
� ���� ���� �� ��� �� Δϕ� σ� µ ��� ����������� ��������� ���� H(ψ) ≈ H(ω) ���� H(ω)
��� ������ �� Xj �� Xj−1� �� ������� ����� ������� �� �����
tmj−tmj−1
2 � ���������� ��
������� ��� ������ ��� ��� ��������� �
Xj = N (Δϕ
2
,σ2) �� Xj−1 = N (−Δϕ
2
,σ2).
������ ����� ���������� ���������� �� ��� ��������� ���������
µ ����� ��� ������ ��� ���������� �� �������� ��� ����� �������� �� ���������� ������� ���
������� Cj �� Cj−1� �� ������ �� ψ ����� ����� �� ����� �
���� ������� ���������� ���� �� ����������� ��
(Xj−1 � t) (Xj � t) ω ψ
���� ���� � µ
���� ���� � µ
���� ���� � µ
���� ���� � µ
����� ���� ������ �� ψ �� �������� �� ����� �����������������
����� �� ������ p� = P (Xj−1 � t) �� p = P (Xj � t) �� ������� �
P (ψ = µ) = p(1− p�) + p�(1− p),
= p+ p� − 2pp�.
�� ��� ������������� ��� ��������� Xj �� Xj−1 ���� �
p = P (Xj � t) = Φ(
t− Δϕ2
σ




�� ��������� ����� �� ����������� ������������ ���� ��� �














��������� �� ������ ������������ �� ����� ������������ �� ���������� ����� ��� ��� ��������
����� �� ������� ����������� ������ �� �������� �� ����������� ������������ ���� ���� ���
��� ����� ���� ����������� ���������� �� ��� ��������� �������� �� ���������� ��� ������
��� �� ���� ���������� ��� ��������� ���������
���������� ��� ��� ������� ���������� � ���� �� ����� �� �����
��� ����������� ���������� ���� ��� ������ �� ������� ��� �� ����� �� ����� ��� ��
��������� �������� ���� ������ ���� �� ������� ��� ����������� �� ������� ���������� ��
������ ������ �� �������� ������� �� ������� ���� �� ���������� ���� �� ������� �� ���
�������� �� ����� �� ����� ��� ������� ������� ��������������� �� ����� ����� ���������
�� ��� �������� �������������� ���� �� ������� ��� ����������� ������� ���� ��� ��������
�������� ��� �������� �� ��� � ���� ���� ����������� �� �������� �� ����� �� �������������
�������� ������ ��� ���������� ��� ���������� �� ���� �� ���� �� ������� ���� ����� ���
������� ��������� ���� �������� ������� ������� �� ���� �������� ��� ������ ������� ������
��� ������� ������� ���� �� ������ ��� �� ���������� ���������� �� ����� �� �������������
��� �� ������ �� ��� ������ ��� �� ������� �� �� ������ ���������� ��������� ���� �� �����
��� ����������� �� ���� �� �� �����
��
�������� �� �������� ��� ������� ���������� ��
������� �������������
����� �������������
�� ������������� �� ��������� �� ������������� ��� �� ���� ����� ������� ��������� ����
������ ���� ��� ����� ������������� ���� �� ���� ����������� �������� ��� ���� ������������
��������� ������� �� ������ ���� ��� ���� �� ���� �� ������� �������������
������ � ���� ������������
��������� ��������� ������ ��� ��������� �� �������� ���� �� ���� ���������� �� �������
������ �� ��� �����
������ ����� ��������� �� ������������� ���� ��� �� ��������� ����������
�� ������� ��������� ���������� �� ����� ���� �� ����������� ���� ������ ��������� �� �������
��� ��������� �� ���� �� ������ ������������� ��� �������� �� ��������� �� �������������
����������
������ ����� ������ ������������� ���������� �� ������������� ����������
�� ���������� ������ �� ������� ����� �� ����� ������ �
�� ��� �������� ����� ���������������� ���� �������� ���� ��� ���������� �������� ���
��������� �� ���������� ����� ���� ������ �����������
�� ��� �������� ����� �� ���������� ������ �������� �� ���������� ��� ���������� ���� ��
����� �� ������ �������������� ���� ��� ��� ����� �������� ��� ���������� ������ ������
���� ������� ���������� ���� �� ����������� ��
�������� � ����� �� �� �������������� ����������� �� ������ ����� ��� ����� ����������
���� �������� ������������������ ����� ����� ����� ���� � �������� �� �������
�� ��� ��������� ����� �� ������������� ���� �������� �� ������� ����������������� �� ��
������ �� ���� � ���������� ��
������ ����� ������ �� ������ ������� ��� ���������� ������ �� ��������� ����������
����� �� ���� �� ���� ��� �� ��������� �� ����� �������������� ������� ������ ����������
����� ��� �� ��������� �� ����� �� ����� ��� ���� �� ����� � ����������� ����� �� ���
�������� ���� ��� �� ��������� �� ������������� ��������� � �� ����� �������� ����
��������� ��� ����� ���� ��� ��� ������� �������������� ����� � ����� �� ����������� �
�� � �� � ����
������� ��� �� � ����
������� � ��� ������� �� �� � ����
����� ���� ����� ��� ��������� ����������� ����� ��� ��� ������� ��������������
���� ��� �� ������ �������� ��� ���������� ������ ������� �� �������� ��� �� ������ ����
��������� ������� ���� �� ������������ ��������� �� ������ �������� ��������� ����� ��� ��
������������� ���� ��� ������ ������������� ���� ���� �����������
������ ���� �������� �� ������� ���� ��� �� �������������
�� ������������� �� ��� �������������� ��� ����������� ����� ��� ��������� ������ �� ��
��������������� ����� ��� ������� �������� �� ���������� �� ����� ��������������� ����� ���
��
�������� �� �������� ��� ������� ���������� ��
������� �������������
��������� �� ������������ �� ������� ����� ��� ���������� �� ������ �� ����� ������������
�� ������� ��� ���� �� ���� ����������� ������ ���� �� ��������� �0 �� 1� ��� ����� ����������
����� ��� ��������� �������� �� �� ����� �� ���������� ������ ��� �� ��������� ��� ����
������ �� ������ ���������� � ������ ������� ����� ������ �� ��������� �� ������� �� ������
��������
������ ����� ��������� �� ���������� ���� ��� �� ������������� ��� �������� � ���������
���� �� ������ �������� ��� �� ���� ��� N �������� ���� ���� ������ ���� �� ���� ����������
�� �� ������ �� ���������� �� ���� ��� �������� ��� ������� �� ������ �������� ���� �� �����
���� �� �������� ��� �� ��� ��� ������� ���� � ������
������ ������������
�� ������� � �� ������ �������� �� � �� ������ ��������� �� �� ���������� �������� �� �
�������� ��������� �� ���� δtDGi ������� ����� ��� ������� � �� � ���� �� i
��� �������� ���
����� ��� ���������� ����� ���� �������� ��� �� ����������� δt �
δtDGi+1 = δt+ δtDGi .
�� ���� ����� �������� ��� ����� ����� �� ����� ���� ����� ������������ ��� ����������
� �� ����������� ��� ������� �� �� ����� ��������� ������������� � �������� �� ����� �
δtDGi = ΔD0 − iδt+N (δt),
���� ΔD0 ������� ������� ����� � �� � �� N (σ) �� ������������ �������� �� ������� i ��
���� ������� ���������� ���� �� ����������� ��
�������������� ��� ������ ������� � �� ������� δtDGi ��� ���� ����� ��� T������ ��� ������
������������� �������������
������ Pqi �� ����������� ��� �� ������ �� ������ Qi �� �� ������� i ���� ����� � � �� PS ��
����������� ��� �� ��� �� ������ �� ���������� ���� �� �� � ���� �













����� �� ������ �� ���� ���������� �� ��� ��� ������� ��� � ��������� �� �����������
��� �� ���� ������ ��� ������ ����� � � ��� �� ����������� ����� ������ ������ �� ��������
�������� �� ������ ������� �� ��� �� �������� ��������� �� ����������� �� ��������� ���� ��� �
� ��� � � ���������� �� ����� ��� ������ ������� ��� �������������
� ��� � � �� ������ �� Qi ����� ��� Qi+1�
��� � �
Pq1⊕q2 = Pq1Pq2 + Pq2Pq1 ,
= Pq1(1− Pq2) + Pq2(1− Pq1),
= Pq1 + Pq2 − 2Pq1Pq2 . �����
�� ��� ���� ����� �
1− Pq1⊕q2
(2.5)
= 1− 2Pq1 − 2Pq2 + 4Pq1Pq2 ,

























�������� �� �������� ��� ������� ���������� ��
������� �������������
���� �� ��� �� ��������� ��� �� ������ �� ������ Qi �� �� ������� i ����� ��� �� ������ Qi+1
�� �� ������� i+ 1�
��������� �� ���������� ������� � �� Qi = 1 ����� Qi+1 �= 0� ��� ������� ���� ��� ������
�� ������� ��� �� ����� �
Pq1⊕q2⊕q3 = Pq1Pq2Pq3 + Pq1Pq2Pq3 + Pq1Pq2Pq3 + Pq1Pq2Pq3 .
����� ��� ���� �� �������� ��� �� ������� �
Pq1⊕q2⊕q3 = Pq1Pq2Pq3 + Pq1Pq2Pq3 ,
��� �������� ������� �� ������� �� ������� ��� �� ��������� ������ �� ���� ����������� ���






















���� �� ����� �� ����� ��������� �� ����������� ������� �� ������ ������������ ��������
��� �� �������� �� ����������� ������������ ��� ���� �� ������ ���� �� ����������� �� �������
�� ������ �� ���������� ����� ��� ��������� ���������� �� ��������
����� ���������� ���������� ��� �������
�� �������� ���������� ��������� ������� �� XXe ������� ������ �� ������ ��� �� ��������
����� �� ���� ��� ������� �� ������������ ����� �� ���������� ����� ��� ������� �� ���
��������� ���� ����� ���� ���������� ������� ��� ������������ ��������� � ��� ���������
����� �������� ����� ������� �� �� �������� ��� ���� ���� ������������ �� ����� �� ��� ��
���������� ������� ��������� �� �� ����� �� ������������ �� ����� ������������� ���� ��� ���
����������� ���������� ������ �� ���� ���� ���� ���������� ���� ����������
��� ����������� ��� ���������� ���������� ���� �� ������� ��� ����� ���� ������ ����
������ ��� ���������� ���������� ���� �������� ��� ������� ���� ������� ��� �� ������
������������������ ����� ����������� ������� ���� ����+��� ���+���� ��� ������ � ���������
�� ���������� ������� �������� ������� ��������� ��� �� ����������
���� ������� ���������� ���� �� ����������� ��
������ ����� ����������� ���� ������ ���������� �� ������ ����������������� ��������
���� ����� ����������� ��� ������ ����� ������ ��� ������� ������� �� ��������� ���� ������
������������������ ��� ������� ���� �� �������� ��� ����������� ��������� ������ �������� ��
�� ��������� �� ������� ����� �� ������� ���� ����������� �� ���� ����� �� �� ������ �����
�� �� ���� ����� �� �������� �� ������� �� ��������� �� �������� �� ���� �� ���������� ���
������� 0 �� 1 � ���� �� ������� ��� ���������� ����� ������
�� ������ ������������ ������ ��� ���������� �� �������� �� ���� ����� ������ �� ��
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� �� � ���� ������� �� ������� �������� ����� �� ������������� �������� �� ����� �� �
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�� ������ �������� ���������� ���������� ������� ���� �� ������������ ��� ������� ���
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���� ������ ���������� ���� �� ���������� ��� ������� �� �������� ��������� ����������
�� ������������� ����� ��� ������ �� �� �������� ���������� ��� �� ������ �� ������� ���
���������� ��������� ������������� ������� ���� �������� ���� �� ����� �� �� ����������
�������
���� �� ������� �������� �����N ������ �� �������� �� ������ ���N ����������� x1, . . . , xN
����� ��� ��� �������� ��������������� x˙1, . . . , ˙xN � �� ������� ����� ��������� �����������
�� ��������� ���������� ����� ��������� ������ �� ������ ��� ����� ��� ��� ��������� ��
����������
���� ��������� ������� ���������� ��
�� ��� ��������� ��������� ��������� ����������� ���� ������� �� ����� ���� �������� ������
�������� ������ �� ������ ������ �� �������� �� ������� ������ ���������� ����������
�� ����� ���� ����� �������� ������� ������������� �� ���� �� �������� ����� ������ ��� �����
���� L(xj , x˙j , t) ������� ����������� ��������� ��� ������������ ��� �������� �� �� �����
����� ��� ����������� �� L ����� ���� �������� t1 �� t2 ���� ��������� ����� xj(t) ����������
� ����������� ������ �� ������� ����� t1 �� t2�












������� ��� ��������� �� ���������








������ �� ������� �� �����������
�� ����� ��� ��������� �� �������� ���� ���������� �� ������� ��� p˙j = ∂L∂xj � �� ����� ��





p˙j = − ∂H∂xj .
������ ��� ���� ����������� ������������� ����������� ����������� �� ������������ ����
������� �� ������� ����������� ���� ������� ��������� �� ������� ����������� N ���������
������� � �� �� ������ 2N ��������� � ������� ��
���� �� ����� ���� ����������� ��� �������� ���������� ������� ��� �� ����������� Hˆ0
����������� �� ������ Hˆ0 ����� ���������� ��� ��� ������� �� �������� ������� �� ��
������� ������� ������������� ��� ����� ������� |n� �� � ����� �������� En�




γn |n� �� ���� ���� n, γn ∈ C.






−iEnt/� |n� , �����
��
�������� �� �������� ��� ������� ���������� ��
������� �������������
�� ��� ���� ����� �� ����������� �� ���������� �� ������ |ψ(0)� ���� �� ���� |ϕ� ����� 0 �� t �
Pϕ(t) = | �ϕ|ψ(t)� |2.
������� �� ��� �� �� ������� ���� � ��������� �������� ���� ������ ������ |n� �� Hˆ0� ���
���������� ���� � ��������� ��������� t� �� ������� ���� ���� ������ |ψ(t)� = e−iEnt/� |n��
�� ��� �������� ��� �� ����������� �� ������� �� ������� ���� �� ���� ������ |m� �� Hˆ0
�������� �� |n� ��� ������
���� �� �������� �� ������� ��� ������ �� ����� ��������� �� ��� ������ ��� �����������
���� �������� ����� �������� ��� ������������ �� �������� ���� ����� ���������� ��� �� �����
Wˆ ��� ���� ������ � ������������� �� ������� ����� Hˆ0� �� �������� ������ �� ������ ���
������������ Wˆ � �� ����������� �� ������� ��� ���� ��� ������ ��� Hˆ0� �� �������� �� �����
��� �������� �������� �� ��������� ������ ���� ������� �� ������� ������ � ���� ��������
������������ �� ���� �
���� �� ����� �� ������� �� ���� ������� ������������ �� ������� � ���� ����� |a� �� |b�
������ � ��� ����������� Wˆ ��������� ��������� � ������ �� t = 0� �� ������� �� �����������
�� ���������� �� |a� ���� |b� �������
�� ����� ��� �� ������������� ��� ����� ������� �� ������������� ����� Hˆ0 + Wˆ ����� ���
�� ������ �� ����� �������� �������� �� ������ �� ����������� �� ���������� �� ������ �������




(Ea − Eb)2 + 4Wˆab2
sin2
��




�� Ea� Eb ���� ��� �������� ��� ����� |a� �� |b� �� Wˆab ��������� ��� �������� �� �� �������
������������� Wˆ �
�� �� ������� �� ������������ ��������� �� �� ����������� �� ���������� ��� ���� �����
����������� �� �����
������������� �����������
���������� ���� ��� �������� ���� ���������� �� ����� ��� �������� ������� �� ��������
������� �� ���� ����� ��������� ���� ������� �� ������������ ���� �������� �� ����������
���� ������������
���� ��������� ����������� ���� ��������� �������� ���� ������ ���� ����������� ����� Hˆ =




|ψ(t)� = Hˆ |ψ(t)� .
���� ��������� ������� ���������� ��
���� ����� �� ���� ����������� ��� ��� �������� �� Hˆ1(t) ���� ������ ������ ���� �� Hˆ0�
����� �� ���� �
Hˆ1(t) = λHˆ �1(t),
�� ��� �������� �� Hˆ0 �� �� Hˆ �1(t) ���� �� ���� ����� �� �������� �� λ ��� �� ���� �����
������ ��
�� ��������� ��� �� ���� ������ |k� �� Hˆ0 �� �� ��������� ������������ ��� �� |ψ(t)� ��������







�k|Hˆ �1(t)|n� ei(Ek−En)t/�γn(t), �����
��� ��� �� ������� ����� ��������������� ������ ����������� ���������������
���� �������� �� �������� �� ��������� ��� γk(t) �� ����� ������� �� λ �
γk(t) = γ
(0)





k + . . . .
������ �� ���������� ��� ������ �� ���� ��������� �� λ ���� ���������� ��� �� ������� ��
������������� ����������� �





k (t) = 0.








�k|Hˆ �1(t)|n� ei(Ek−En)t/�γ(0)n (t).








�k|Hˆ �1(t)|n� ei(Ek−En)t/�γ(r−1)n (t).
��� ��������� �������������� ����������� ����� ����������� ��� �� ������ �� ������� ��������
���� �� ������� ����� ���� ����������� ����� Hˆ �� ���� �������� ��� ������������ �� �����
�������� ������ �� ��� �������� ��������� ��������� ����� �� ������������� Hˆ1(t) ������������
������������� � � ���
������� ��������� ���� ������� � ���� ����� ������ � ��� �������������
���������� ����� ���� ����� �������� ���� ������ ����� ������������ ���������
�� ����� �
��������� �� ������� ������������� ����� Hˆ = Hˆ0 + Hˆ1(t) ���� ������ ������ |l� �� Hˆ0 �
��������� t = 0�
�� ����� ����� ��� ���� ��� γ(0)k (0) ���� ���� ���� γ
(0)
l (0) ��� ���� �� ������������ �
���� ���� k, γ(0)k (0) = δkl,
��
�������� �� �������� ��� ������� ���������� ��
������� �������������
�� δ ��� �� ������� �� ����������
����� ������ �������� �������� � �� ������� ��� �������������� ���� ������ �� �������� ��
����������� �� ���������� �� ������ |l� ���� ������ |k� ����� ��� �������� t = 0 �� t1 � �������
� ������� �






���� �� ����� �� ��� �������� ���� ����� ��������� �� ����������� �� ���������� �� ���������
������� �� ��������� ���� ��� �������� ���� ��������� �� ��� ���������� ���������� ��� �������
� ��� ������ ���� �������
����� ��� ��������� ���� �� ���� ���������� �� ������������ ��� ����� �������� ���
���������� ���������� �� ������������ ������� ���������� ������� � ��� ����������� ��
���������� �������
�������� �� ���������� �������
����������� �� ����� ���� ������������� Hˆ0 � ���� ����� ������� |a� �� |b� ����������
�������������� Ea �� Eb ���� Ea < Eb�
���� �������� ����� ���� ����������������� �� ��������� ������ �� Eb−Ea� ������� ����
������ ����������� |a� ���� ���� ����� ���� ������ ������ |b�� ����� �� ��������� �������������
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� ���������� ������� ������� �� ������ ���� ������ ������ |b�� ���� ������ ����� ���� ��������
���������� �� ��������� ������ �� Eb−Ea� � ������� ���� ���� ��������� ���� ������ |a�� ��
��� ���� ����� �������� �������� ������� �� ������� �� ������ ��� �� �������� ������
����� �������� �� ����������







������ ����� ��������� ���������� �������
��� ���� ������������ ���������� ��� ������ � ���� ������ ���������� ������������ ��� ����
��������� ������������� ��������������� �� ���������� �����������
���� �� ������ ���� ���������� �� ��������� ���� ��������� ������� ���������� �� ����� �
����� ������
����� ������������� ���������
�� ��������� �� ������� ���� ��������� �� ���������� ������ �� ������ ���� ������� �����
������ �� ���� ����� ����� ������� ������������� ����� �� ����� �� �� ������������ ��
����� ���� ������� ��� ����� ����������� ������� ��� �������� �� ���������� �� ��������
���������� �� ������� ��������� ��� ����� ����� ������ � �������� �� ���������� ������ ��
������� ������ ���������� ��� �� ���� ���������� �� ����� �� ���������� ��� ���������
������ ���� �� ������������ �� q����� �� �� ������� �� ������� ������� ���� �� ��������
�� �������������� ����������
�� �� ������ ��� ������ ���� ����� �� ������ ��������� �� ��������� �� ���� ��������� ���
������������ ��� ��� ����������� ������������� ���� ������ ���� �� ����� �� �� �����������
�������� ����� ������ ������ �������� �� �������� �� ���� ������ ��� ���� �� ��� ���������
����� � ��� ������ ���������� ���������� ���� ��� ������ ��� ��� �� ��� ������� �����������
�� ���� ����� ������ �� ��������� ������� ������ �
������ ����� ����� ���������� ���� ��� ��������� � ����� ������
��
�������� �� �������� ��� ������� ���������� ��
������� �������������
���� �� ��������� �� ������ �� ����� � ����� ����� �
� �� ���� ����������� |g��
� �� ���� ������ |e��
� �� ���� ���������� |m��
�� ���������� |g� ↔ |e� ��� ���� ������ �10−8s� �� ���� ��������� ����� ��� �� ����������
|g� ↔ |m� ��� ������ �≈ 1s� �� ���� �����
�� ����� ������� ������ �� ����������� ����� |g� �� |e� �� ��� � ���� ���� �� �������� ���
����������� �������� �� ����� ��� ��� �������� ��� �� ���������� |g� ↔ |m� ���� ����� � ���
������ ������� � ������ |m� � ���� ������� ��� ���� �� ����������� ��� ������� ���� ��� ��
������� �� ������� ��� ���� �� ������������� {|g� , |e�}� �� ���� ���� ������ �� ������� ���
���� ������ |m� �� ���� ���������� {|g� , |e�} ���������� �� ��������� �� ������������
��������� ����������
��� �������� ��� ��������� ���������� �� ��������� ��� ���������� �������� �
� Aa ��������� ���������� ���������� ��������� �� ������ |a��
� Bcb ��������� ���������� ���������� ������� �� ������ ����� ��� ����� |c� �� |b��




= −(BegW1 +BmgW2)Pg + (Ae +BegW1)Pe + (Am +BmgW2)Pm, ������
dPe
dt
= −(Ae +BegW1)Pe + BegW1Pg, ������
dPm
dt
= −(Am +BmgW2)Pm + BmgW2Pg. ������
����� �� ����� � ��� ������ �W1 → ∞� �� � Pg = Pe� �� ��� ����� ���� �������� ����������
��� ��������� �




������ ��������� R+ = 12BmgW2 �� R− = Am + BmgW2� �� ���� ����� ������ ����������
���� ����� ���� �
dP+
dt
= −R−P+ + R+P−. ������
���� ��������� ������� ���������� ��
������� ��������� Pg + Pe + Pm = P− + P+ = 1 �� ������ �
dP−
dt
= −R+P− + R−P+. ������
������ �� ���� ���� �� ��������� ����� �� R− �������� �� ����������� �� ������� ������
������� ���� �� ����������� {|g� , |e�} �� R+ ����������� �� ������� ������ ������� ����
������ |m��
����� ������������ ������� ��� ������� ������
��� �� �������� ��� ����� ������� �� ��������� ������������ �� ���� ���������� ��� ������
������� ��������� �
� Pn+(t) �� ����������� ����� �� ����� � �� � ��� n ����������� ����� + �� − �� ��� ������
���� ���� +�
� Pn−(t) �� ����������� ����� �� ����� � �� � ��� n ����������� ����� + �� − �� ��� ������
���� ���� −�
������� �� ����� ��� ���������� ��������� ���� Pn+(t+ h) �
� � � �� �� �� ����� ���� ����� t �� t+ h� Pr(A) = 1−R−h�
� � � �� � � �� ��� ����������� ����� ��� ����� 0 �� t �� �� � � ��� ���������� �� − � +
����� t �� t+ h� Pr(B) = R+h�
� � � �� � � �� ���� ����� ���������� ����� ��� ����� t �� t+ h� Pr(C) ∈ O(hk�2)�
�� ���� ������� ���� ��� ��� ��������� ��
Pn+(t+ h) = (1−R−h)Pn+(t) +R+hPn−1−(t) +O(hk�2), �������
Pn−(t+ h) = (1−R+h)Pn−(t) +R−hPn−1+(t) +O(hk�2). �������
















= −R−Pn+(t) +R+Pn−1−(t). ������
��
�������� �� �������� ��� ������� ���������� ��
������� �������������
�� ��� ���� ���������� � Pn− �� ������ ��� ��� ��������� �
dPn+
dt
= −R−Pn+ +R+Pn−1−, �������
dPn−
dt
= −R+Pn− +R−Pn−1+. �������
����� P−1+ = 0 �� P−1− = 0 �� � ��� ����� �� ����� ��
dP0+
dt = −R−P0+ ⇔ P0+(t) = e−R−t,
dP0−
dt = −R+P0− ⇔ P0−(t) = e−R+t.
�� �� ���� Tn �� ����� �� �� ������� ����� ����� ������������ �� O+ ����������� � � t0
������ ��� |m� �� �� ��� � ��� �� ����������� ������� t+ t0 � �� � �
P0+(t) =
�
Pr[O+] = Pr(Tn > t) = 1− F (Tn),
e−R−t.
�� ������� �� ���� ������������ ���� Tb �� ����� ��� �������� �������� ����� ������������
�� ������� ��� ��������� �� ������������ ��������� �
�
F (Tn) = 1− e−R−t,
F (Tb) = 1− e−R+t.




�� ���� ���� ��� ��� ������ ��� �������� ������ �� ��� �������� �������� ���� �����������
����� ��� ���� �������������� �� ���������� λn = R− �� λb = R+�





R− ����� s = 1.
Tn <
ln(2)
R− ����� s = 0.
���� ���������� ��
�� ��� ������ ������� ���������������� ��� ���� �� ������� �











���� �� �������� ���� ����� ������ �� ���������� ������� ���������� ��������� ���� ��
������������ ��� �������� ����� ��� ���������� ��������� ��� �� ���� ����� ��������������
�� ��� ����������� ����� ��� ������� ������������� ��������� ���� ���� ����� ���������
��� �� �������� �������� ������� ������������� � ��������� ���� ��� ������������ ����������
������� ��������� ����� � �� ��������������� ��� ������������ ����� ��� ������� �� ������
������������ ���� �� ������������� ����������
���������� ����� ��������������� ���� ����� ��� ����� �������� ��� ��� �������� �����
���� ������� �� ���� �� ����� ��� �� �� �� ����� �� ������������� ������ �� ������������
�� �� ������ ����������� ������ ��� ������� ������������� ���� ���� ��������� ���� ��������
����������� �������� ���� ����������� �� ���� ��� ����������� �������������� �� �����������
�������� �� ������ ����� ����� �� ����� �� ������������� ����� � ������� ������������
����� ����� �� ������������ ��� ����������� ��� �������� ���� �������� ������� ��� ���������
���������� ���� �������� �� ������������ ��� ����� ��� ��� ��������� ������� �����
�������� ����� ���� �� ����� �� ������������ ����� ��� ��������� ���������� �� ��������
�� ������ ��������� ���� �������� ������������� ���� ������ ���� ��� �������� �� ��
���������� ����� ����� ��� ���� �������� �� ��� ������������ ���� ����� �� �����
�� ������ ���� �� ����� ���� ������ �� �� ���� ������� ��������� ������ �������������
���������� ���������� ��� ������� �� ��� ��������� �� ����������� �����������������
��





��� ������������ ������������ ��� ������� �� ������ � � � � � � � ��
��� ������������ ����������� ���� ������� �� ������� ���������� ��
����� ��������� �� ��������� �������������� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���� ����������� ��� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���� ��� ��� ������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���� �� χ2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���������� ��� ����� �� ������� �� �� ������������ ����������� � � ��
��� ������� ���������� �� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����� �� ������������� ��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���������� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���������� ��������� �� ����� �� ������������� � � � � � � � � � � ��
����� ����� ��� ���������� ������ �� ��� ������ �������� � � � � � � � � ��
����� ��������� ��� ��� ��������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����������� ����������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����������� ���� ������ ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����������� �� ���� ����������� ����������� � � � � � � � � � � � � ��
��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
�� �������� �� ������� �� ������
��� ������� �� ������� ��������� ������������� ���������� ��� ������ ������ �� ����� ��
��������� ������� ������������ ����� ��� ������� �������� ��� ���� �������� ���� �� ������� ���
������������ �������� ������� ������ ��� ��������� ����������� ��� ������� ���� ������������
���� �� ����� ��� ����������� �� ������� �����������
�� ����� ��� ������� ����� ��� ��� ������� �� ������ ��������� �� �� ���������� �� ��� ����
��� ����������� �������� ��� ���� �� �� ������� ��������� ������������ �� ������� �� ������
��������� ����� ����� �� ��������� ���������� ������������� �� ������������� ������������
���������� �� ����� ������ ��� ���� �� ��������� ��� ������� �� ������� �������� ������
������������� ��� �� ��������� �� �� �������� ��� ������ ��������� �� ����������� ����� ���
�� ���� �� �������
��� ������������ ������������ ��� ������� �� ������
���� ����� ������� ���� ��������� ��� ��������� ��� ��� ������� �� ������� ���� ���� ��
������� �� �� �������� �� ����� ��������
��������� ������ ���� T �� ������������� �� R� ��� ���� ������� �������� �� ������ ��
��������� ������������ �������� �� ����� T ��� ����� ��� ������� �� ��������� ����������
{X(t), t ∈ T}� ��� ��������� ���������� ���� � ������� ���� �� �������� Q ��� ���� �������
�������� ��������
��� ����������� ��� ������� ��������� �� ����� �� �������� ����� �������� �������� �
� ���� �� ������� �� ����������� ���� ����� ���� �������� �� ���� ���������� �� ������
�� ����� ������� T ⊂ R �� �� ������ ������� ������� Q ⊂ R3�
� ��� ������ ���������� �� ������� ���������� ��� ����������� ����� �� ��������� �
������ �� ����� ������� T ⊂ N �� � ������ ������� ������� Q ⊂ R�
� ���� ��������� �� ������ �� ������� � �� ������� �� ��������� �� ��������� ��������
����� � ������ �� ����� ������� T ⊂ R �� � ������ ������� ������� Q ⊂ N�
� ���� ������� ��� ������ ���� ���������� ��� A� �� ��� �������� �� ���������� �� �������
��� � ������ �� ����� ������� T ⊂ N �� � ������ ������� ������� Q = A� �� ���������
��� ���������� �������� n �������� �� ����� ���� ����� �� ����������� ����������
Q = {1, . . . , n} ⊂ N�
��������� ������
��� �� ��������� ������������ ��� ������������� ���� ��� ��������� ��� �������� �� ������
����������������� ���� ����� ��������� α ∈ R ����� ��� ���� ���� t ∈ T � t+ α ∈ T
�� � �
P (X(t1) = x1, . . . , X(tn) = xn) = P (X(t1 + α) = x1, . . . , X(tn + α) = xn),
���� ������������ ������������ ��� ������� ��
������ ��
���� ���� xi ∈ Q ���� i ∈ {1, . . . , n}�
��� �� ������� ����������� �� ���������� ���� ��������� ������������ �� ����������� ��� ��
��������� ����� ���� ���� xi �� ����� t � �� ���� xj �� ����� t + α� α ∈ R ��� ���
t+ α ∈ T �
��� �� ��������� ������������ ��� �������� �� ��� ������������ �� ����������� ���� �����
��������� �� ����� �������
�� �� � �� ��������� ������������ ������������ �� ��� ��������� ��� ��������� ������ ��
����� �� ����� ���� ����� ��������� ���� �� ���� ������������ � ��������� ���������� ��
����������
��������� ������
��� ���� {X(t), t ∈ T} �� ��������� ������������� �� ���� ���� ������ ������� n �� ����
���� xn�
P (X(n+ 1) = xn+1|X(n) = xn, . . . , X(0) = x0) = P (X(n+ 1) = xn+1|X(n) = xn),
�� ��� ��� �� ��������� ������ �� ��������� �� �������
��� �� ������� ������ �� ������ ��������������� ��������� �� ������� �� ���������
������������ � ������ ������� ������� ��������������� �������� ������������ �� ���������
�� �������
���� ��� ������ �� ������ � ������ �� ����� �������� �� ���� ���� ����� �� ����������
��������� ���������� T ��� ���������� ��� ������� �������� ��� ������� ����� �� ��������
Xi ���� ����������� X(ti)�� ���� �� ������ ���� ������� ���������� ��� ��������� ����������
������ � ������ �� ����� �� ������ ������� ���������
��������� ������ ��� ������ �� ������ ��� �������� �� ���� ���� ���� i �� ���� ���� j �
P (Xn+1 = j|Xn = i) = P (Xn+m+1 = j|Xn+m = i),
���� n = 0, 1, 2, . . . �� m � 0� �� ���� ����� �
P (Xn+1 = j|Xn = i) = pij .
��������� ������ �� ������� ����� �� ������ �� ������ �� �������� �� ����� ������������
�� �� ������ �� ������ ����� ���� �� ���� ������ �� ���� Ri ��� ����� �� ������ ����
������ i�
��������� ������ �� ����� �� ������ ���� ������ i ���� ��� ������ �� ������ ��������
�� �������� �� ������� �� ������
� ������ ������� �������� ���� ��� ��� ����������� �� ��������� 1− pii� �� � ���� �
E[Ri] =
1
1− pii �� Var[Ri] =
pii
(1− pii)2 .
�� ���� ���� ��� ������ �������� �� ����������� �� ������� ������ i ��� 1 − pii� �� ���
�������� �
P (Ri = k) = (1− pii)pk−1ii , k = 1, 2, . . . .
��� ������������ ����������� ���� ������� �� ������� ����
�������
�� ������ ���� �� ����������� ��� ����� ������������ ��������� ��� ������� ����������� �� ����
������� ����� �� ���� ��������� �� ������ � ����� ��� ���� ����������� ��� �� ������ ���
��������� ��� ��� ������ �� ������ ��������� �� �������� �� ��� ���� �� ���� �� �����
��� ��� ����� �������� �� ��������� ������������� �� ������ ���������� ����� ���������
������������� ��� �������� ����� ��� �� ���������� �������� ���������� �� ���� ����� ��
���� �� ������� ��� ����� ���������� ����� �� �������� �� ������ ��� ���� ����������� ��
��������� ������������� ����������� �� ��� �������� ������������� �� �� ���������
���� ��� ������� �� ������ ����� ������� �� ������ ��� ������������ �� ����� ����� ��� ���
������������ �� χ2 �� �� ������������������� ��� ������� ����������� �������� �� ������� ��
��������� ������� ���� ��������� �� �������� ������� ���� ��� ������������� ��� ���������� ��
����������� ���� ��������� ����� �� ����� ��������� ����� �������� ������������ ��������
�� ��� ���� ����������
� ������� ��� ���������� �� ���������� ����� �� ������� ���� �� �� ������ ���� �� ��
��������������� �� ���� �� χ2 ��� ���� �� ������� �� ������� ��� �����������
� �� ��������� ������� ��� ���������� ����������� ���������� �������� ���� ��� �����
��������� �������� ���� �� �������� ���� ��� �������������� �������� ������� �����
�� ���� �� χ2 ������� �� ��������� ��������� ��� �� ���� �� ������������������
��� ������� ������ ������������� �� �� ����� ��������� � �� ���� ��� ��������� ������� ��
�������� ����� �������� �������
���� �� ������ ���� ������ ����� �������� ��� ������ ������������ ��������� �� ���������
���� �� ��� ��������� ������������� ��� ������ ����������� ���� �� ������� �������� ����
����������� ��� ������ ����� ��� �� ������������ �� ���� �������� ���� �� ���������� ���
��������
���� ������������ ����������� ���� ������� ��
������� ���������� ��
����� ��������� �� ��������� ��������������
���� �� ����� �� �������� ���� ������������ �� �������� S� �������� �� N ������ �� M
����� � �� ������ �� ������ �
s0 s1 s2 . . . sN−1π A0 A1 A2 AN−2
�������� �� ����� T = {0, . . . , N − 1}� �������� ������� Q = {0, . . . , 2M − 1}� �� ����





0�i,k�2M−1 ���� t ∈ T �
�� ��������� �� ���� ��� ��������� ��������� �
� P �� ������ �� �������������� �� ��











��� �������� �� ����������� �����
������ �������������� ��������� ��� �� �������� S �� �� ������������� Sj � ������������
�� ������ ��� ���������� �� ����������� �� ������ i � ������ k ���� ���� i, k ���� ��
�������� � ��������������� Sj��
� S(t, i) �� Sj(t, i) ��� ������� �� ������� �� ����� t ∈ N �� ��������� i ∈ Q ���������








��� ����������� ��� ����������� ��������� ���� �� ��������� ���� ����������� ��� ���������
������ ����������� � ������ �� ������� ���������� ���� ��� �������� �� ����������� ����
�� ������ 2M × 2M = 16 × 16 �� ����������� �������� �� ����� T = 80 000 000 �� ��������
������� Q = {0, . . . , 15}�
��� ������� ���������� ���� ����������� ������ ��� ���� ������� �� ���������� �� �� ���������
���� ��������� ���� ���������� ��� �������� �� ������ ���� ��� ��� ������� atij �� �� �������
�� ���������� �������� � �� ������ �� ������ ���� ���� t ∈ T ����� ��� �� ������������
�������� ��� ���� ���� ����� ��� π = (π0, . . . ,π15) = ( 116 , . . . ,
1
16)�
��� �� ���������� s1� �� ������� ������� �� �� ��������� �� ���� ������������� �� ������
���� r1 ����� [0, 1]� �� �� ��������� �� ����� ������������� �
I0 = [0,π0], I1 = [π0,π0 + π1], . . . , I15 = [π0 + π1 + · · ·+ π14, 1],
����� �� ������ k �������� ��� ��� r1 ∈ Ik �� � s1 = k� ���� ���������� ��������� sn+1 ��
�������� ��� ��������� � �� ���� ������������� rn+1 ∈ [0, 1]� ���� �� ����������� i = sn ��
��������� �� ����� ������������� �
I0 = [0, an+1i0 ], I1 = [an+1i0 , an+1i0 + an+1i1 ], . . . , I15 = [an+1i0 + an+1i1 + · · ·+ an+1i 14 , 1].
�� �������� �� ������� �� ������
�� �� ���� k �������� ��� ��� rn+1 ∈ Ik ����� sn+1 = k�
���� ����� ��� ��������� ������������� �� �� ������� �� ������� �� ���������� �� ����� ��
��������� �� ������������ �� �� ��������� ���� ��� ��� ��������� ������ ����� ��� ����������
���������� �� ����� ��� ��������� ���������� �
� �� ������ ��� atij ���� t ��� � ��������� ���� ���������� �� ����������� �� �����
��������������
� ����������� �� ����� �� �� ������������ �� �� �������� ��� atij �
����� ��� ������� ��������� ��� ��������� ����������� ����� ��� ���������� �� ������� ����
�� ���������� �������� ���� ��� ����� ��� � ���� ���� ��� ����������� ���� ��������� ��
������� �� ������� ���������� � ���� ����������� �� �� �������� ��� atij ���� ��������
��� ������ ������� �� atij ����������� ��� a
t
ij �� ��
������ �� �� 116 ����� ����� �����
���������� �� �� ���������� � � � ���� ����� �����
���������������� �� �� ���������� � � � ���� ��� �� ���� ����� �����
��������������� �� �� ������ � � � ���� ��� �� ���� ����� �����
����� ���� ������������� ��� ��������� ������ ������ ��� �� ������ ��� ������� �� �������
����� ���� ����������� ��� �������������
��� ���������� ��� ������� �� ������ �������� ���� �� ���������� ��� ���� ���������� ��
������� �� ���� ����������� �������� ������������� ��� ��������� ���������
�� ���� �� ��������� �� �� ����� �������� �
� �� ���� ����������� ��� �� ����� S = s1, s2, . . . , sN ��� ��������� ��� ��� ������ ��
������ ���� �� ������� �� ���������� A ��� ������� �� ��������� �� ��� �� �����
������� �� ������ ��� �� �� �������� �� ����� �� ���� ��� �������� � ������ �� S ���
������� ����� �� ������ �� �� ������� A �� ���������� � �� ����������
� �� ������� ��� ����� �� ������� ���� ������ ���� �� �� ������ �� �������
� ���� ������ ���� i� �� ������� ��� ����� �� ������� ���� �� ��� ����������� ��
���������� aii ������ ��� �� ������� A�
�� ����������� �������������� ���� �� ����� �� ����� ����� ��� ����� �� ������� ��� ��
������� ���� ������������ ��������� ���� ��� ������� �� ������� �� ��� ���� ������
�� ���������� ��� ����� ������������� ��������� �������� ���������������� ��� ������� ��
���� ������������ ����������� ���� ������� ��
������� ���������� ��
������ ������� ���� �������� ����� ���� ����������� ���� �� ����� ��� ������ ���� �������
�� �� ������� �� �����������
�� ��������� �� ���� ������� ��� ���� ��������� ���� ���� ����� �������� � ��������� ����� ��
�������� �� ��������������� �� �������� �����������
���� �� ������� ������ �� ��� ���������� �� �������� �� ������������ �� ������ �� �� �������
A�
�� ����� �� ��� �������� �� ������ ��� ������� A ���������� ���� ������ ����������� ��� ��
�������� �� �� ������� �� ����������� ��� ������� �� ������� �������� �� ������ aij ����
1
2M
� ��� ����� ������� ��� �� �������� ��� ������� ASj ��������� �� ��������� ��� ������
�� �� �������� ������� ����� �� ��� �� ������������� Sj�� �� ���� �� ���� ����� ��� �� ����� ��
�� ������� ����� �� ��� �������� ���������� ����� �� �������� ���� �������� �� ������� AS ��
������� ������������� ��� ��� �������������� ��������� �� �� �������
���� �� ������ ������ �� ���� ���������� �� ������� �� ����������� ����� �� ������������
����������� �� ��� ��������� �����������
�� ������� �� ���� ������ ��� �������� ������������� ��� ��������� ���������� �� �� �������
������ ��������� ���� �� ���������� ����� ������� ��� ������ ������ ���� �� ������ ���
������������� �� ����������� �� �������� �� ������������ �� �������� �� ���� ����� ��������
�� ���� ������������ ���� �� �������� ��� ��� p�������� ���� ���� �� ���� �������� ���� ����
������������ �� ������� ��� ����������� �������������� �� �� ������� �� ���� �� ������
�� �� ������ ��� ������� ��������� �� ��� �������� ��� ��� ��������� �� ���� ��� ���� �
���� �������������� ���� �� ����� ���� ������������� ��������� ���������� ���������� ��
������ ������������� ����� ������ �������
����� ���� ��� ��� ������� ���������
���� �� ���� �� ��������� ��� ����� �� ������� t ∈ {0, 1, 2} ���� ��� ������� �� ��������
�� �������� ���� �� ������� ����� �� ������� �� ������� �� ���������� ��������� �� ��
�������� AS ����� ��� ��� ������� S(t, i) ���� t ∈ {0, 1, 2} �� i ∈ Q� ���� �� ������ �����
�� ��������� �������� �������� ����� ��� ������� ��� ����� �� ������� ��������� �� ��� �������
���������� �
S(t, i)− µ(i)atii(1− aii)
µ(i)atii(1− aii)
.
����� �� ������� ���� ��� ��������� ������ ������ �� ���������� �
�� �������� �� ������� �� ������
������ ���� ������� ��������� ��� ����� �� ������ ���� �� �������� ������
������ ���� ������� ��������� ��� ����� �� ������ ���� �� �������� ����������
�� �������� ������ ������� ��� ������� ��������� ������� �� 0� �� ��� ������� ���������
����� �� �� �������� ����� ��� �� �������� ���������� ������� ������������� ����������
��������� ���� ��� ����� �� ������� t = 2 �� ��� ������� �� ������������ ��������
��������
����� �������������� ��������� ����� �� �������� ��� �������������� �� ��� �� ���� ����������
������� ��� �������� ���� ��������� ���� ������������ ��������������
����� ���� �� χ2
�� ���� �� χ2 ���� ���� �������� �� ���� �������� ���������� �� �������� �� �������� �������
�� ���� �� �� ���������� �� �������� ��������� �� ���� �������� ��������� ������������ ���
��� �������������� ��� �� ��� �������� � �� ������������ �� ����������� �� �� ��� �� χ2� ��
�� �������� �� ������ �� �������� ��������� �� ���� �������� ��� ����������� ��� ����� ��
�������� �� �� ������� ��� p�������� ���� ������������ ������� �� ������� ��������� ����
�� ������� ����������
���� �� ������� ���������� �� ������� ���� ������� �� ������� �� ���������� AS ��� �����
�� ��������� �������� �� ������� �� ���� �� χ2 ��� ��� P �������������� �� ��
���� ������������ ����������� ���� ������� ��
������� ���������� ��
���� ������ ��� �������������� Sj � �� ������� ���� t ∈ N �� ���� i ∈ Q ��� ������� ��
������� �� ����� t �� i� Sj(t, i)� ��� ���� ��� ������� �������� �� �� ��� ���������� ����� ��
�������� t� �� ������� ��������� ���� ���� i �� ���� j �� �� ����� ��� ������ ������ ��� ���
������ ���������� � ���
���� ��������� ����� ������� �� ������� ��������� ���� j = 2 �� i ∈ {0, 1} ���� ��� Sj(t, i)
�������� �
j = 0
i \ t � � � �
� �� �� �� �
� �� �� � �
j = 1
i \ t � � � �
� �� �� �� �
� �� �� �� ��
����� ���� �������� ��� ������� �� ����� t�
�� �� ����������� � �� ����� S1(t, 1)� �� ���� ��� ������ ��� ������� ���� ����������� � �� �����
��� ���� �� ����� S0(t, 1) ��� ������� ���� t = 2 �� t = 3 ���� ������������ ������ ���� ���
��� ������� ������ ��� ����� ���� ���� i �� ���� j� �� ���� ������ � ������� �
j = 0




i \ t � �����
� �� ��
� �� ��
����� ���� ������������ �� ������������ �� ������� ��� ������� �� ����� t�
���� �� ��� �������� �� ��������� ��� ���� ��� ���� ���� i ∈ Q� ���� ���� j ∈ {0, . . . , P−1}�
d ������� ci0, ci1, . . . , cid−1 �� ��������� |ci0|, |ci1|, . . . , |cid−1| �� ������������ �� ���� �����
���� �





















����� ���� �������� ���������� �� ���������� ��� ������� �� ������� ���� �� �������������
Sj �
���� �� �������� ������� �� ���� ���� ��� �� ����� ��� ���� ���� �� ��� ��� �������� �����
������ ����� ������� ��� ������ ���� �� ��� ��� �������� ����������� �� ���� �� �������� �����
�� ������ ����� �� ������ �� ������ n ��� ��� ���� ���� m > n� S(m, i) = 0 ����� ����� �������
�� ������������ ����������� �� ������� ���� ���� t ∈ N�
�� �������� �� ������� �� ������
��� ���� ��� �������� ���������� �� ���������� ��� ������� �������� �� ������� �� �����������









��� ���� ��� ��� �� χ2 � i(d− 1) ������ �� ��������
�� ������� ����� �� ������ ��������� �� �� ��� �� χ2 � i(d − 1) ������ �� �������� ���� ��




j | n− 12 � X2j � n+ 12}
#X2j
.
����� �� ������� ���� ��� ��������� ������ ������ �� ���������� �
������ ���� ���� �� χ2 ��� ��� ����� �� ������ ���� �� �������� ������
���� ������������ ����������� ���� ������� ��
������� ���������� ��
������ ���� ���� �� χ2 ��� ��� ����� �� ������ ���� �� �������� ����������
��� ��������� �� ���� ���� ���������� �� ����������� �� �������� �������� ������ �� ��
�������� ���������� ��� ������� ���� ����� ���������� �� �������� ���� �������
�� ��������� �� ������ �� �� �������� �� ����� ���� �� ������������ ���������� ���� ����
���� ��������� � ��� ������ ���� � ����������� �������������� ����� ��� �� ���� �� χ2�
���� �� ������� ���������� �� ������� ��� ��������� ���� �� ��������� ��� ��� ����� ��
������� ���� �������� ��� �� �������� �������� �� ����� �� �� �������� �� ������� �� ����������
AS �� �� �������� �� ��� ������� S(t, i) ���� t ∈ N �� i ∈ Q�
�������� �� �� ��������� ��� �������� �� ������� ��� ������� ���� ���������� ���� ���� i�
�� ��������� ����� �� ������� �������� � ����� �� �� ������� ��������� ������ ���� ���� ��
�������� S�









��� ���� ��� ��� �� χ2 � i(d− 1) ������ �� �������� �� �������� ��������� ��� ����� �
p = P (χ2(i(d− 1)) � X2) = Fχ2(i(d−1))(X2),
�� F ������� �� �������� �� ����������� �� �� ��� �� χ2 � i(d− 1) ������ �� ��������
����� ��� ��������� ���� ��� ��������� ������ �
�� �������� �� ������� �� ������





����� ���� ���� �� χ2 ���� ��� ��������� �������
��� ���� ����� ���������� �� ������� ���������� �� ���������� �� �� �������� ��� ��������
���� �������� �� ���� �� ��� ����� ���������� � ������ �� ��������� ����� ���� ��������� ��
���������� �� p�������� ������� ��������� �� ��������� �� �� ��������� ��� �������������
��� �������� �� �� ���������
����� ���������� ��� ����� �� ������� �� �� ������������ �����������
���� �� ������������ �������� ��������� ����������� �� �������� ��� �� �������� �� �������
������ �� ��������� ������ � ����� ����� ����� �� ��������� ���������� ��� �� ��� ���������
���� ������� ��� �� ������ ��� ���������� ����� ��� ����� �� ���� ����� ���� �������������
���� ��� ������� ��� ���� � ��������� �� �� ����������� ���� ������ ��������� ����� ������ ���
���� �������� ��������
��������� ���� �� ������� ����� ��� ����� ������ ������ ��� ������� �������� ��� �
���� �� ��� ���� ����� �� ����������� ��� ������ �� � ����� ���� �� ������������ ����������
�� ���� �� ������� ��� ����� ����� ���� ����� ��� � �� ���� ���������� �� ��� ���������
����������� ������������� �� �� ������������ ��� ������ �� ���� ����� ������ �� ������
�� ����������� ����������� ���� �� ������ ����� �� ���������� ������������ ���� ��� ��
�������� � �������� � ����������� �������� ������ �� ������ ��� ������ �� ����������� ��� ������
�� � ���� ��� �� ����������� �� 20 000 ���� �� �������� ������ �������� ����� ����� ����
�� ���������� �������� ������ ������ ��� �� �� ���� ���� �������� �� ��������� ������������
�� �����������
��� ���� �������� �������� ������������ �� �� �������������� ��� �������� ������������
�� �������� ��� ������������� ���������� ��� ��� ������� �� ������������ ���� ���� ���� ��
��� ������� �� �� ���� ����� ���������� ��� ���� �� ���������� ���������� �� ���� �������
������� ��� ������ ��������� ���� �������� ��� ������������ ���������� �� ����� ���� ������
������ ���� �� ���������� �� ���������� ��� ��������� �� �� ������ �� �� ������ ��� ��������
�� ����� ������������ ��� �������� ���������� ������������ ��� �� ������ �� ������
��� ������ �� ��������� �� ����� ��� �� ���� ������������� �� ���� ����� �� p�������� ���
��������� ���� ����������� �� ������� ����������� ��� ��� �������������� ������ ��� � ���
������ ���� ������� �� �� ������ � �� ������ � ����� p������� ��� ���� ������ ��� �� �����
���� ������� ���������� �� ������������� ��
s �� �� ����� ��� ���������� ������ ��� ��� ������������� ���������� ��� ������������ ���������
�� ���� ��� �������� ��������� ��� ������� ���� �� ����� �� ��������� �� ����������� ��
���� �� ����� �� ������ ��������� �� �� �����������
����� ��������� �� ����������� �� �� ������� ��� ����� ��� ��������� ��������� �� ������ ���
��� ������� ��� ��� ������� ���� ����������� ��� �������� ���� ��� �������� ��������
�� ���� �������������� �� ���� ������� ����� ���� 40% �� ����� �� ������� ���� 60% ��
������ �� ���� �� ������� �� �� �������� �� ��� ����� ���� �� ��������� �� ��� �� �������
�����������
�� ����� ����������� ��� �������� ��� ������� ��� ��������� ���������� ���� �� ������
������ ��� ������ �� � ���� ��� ��� ������� ����� ����� ��� �� ����� �� �� �������� �������
��� ����������� ��������� ��� �������� ������������ ���� �������� ����� �������� ���� ��
���� ��� ��������� ������� ��������� �� �� ���������� ��� �� ����� �� �� ���������
��� ����������� ���� �������� ���� ����������� � ������� �� ������ ���� �� ������� ���
����������� ��������� ���� ��� ������� ���� ����������� �� ����� �� ������ ��� �� ������
������� ��� ���������� �����������������
��� ������� ���������� �� �������������
���� �� ������ ���� ������ �������� ��� �������� ��������� �� ������������� �� ������
������ ��� ������������� ��� �� �������� ���� �� ����� �� �� ������������ ���������
����� ����� �� ������������� ��� ��������
��� ����� ������������� ��� �� �������� �� �� �������� ���� ������������ ���� �� ����������
��� �� ������ ���� ������ � ����������� �� �� �������� ��� �������������� ���������� ��
�������� �� ��������� ������������� ���� �� ����� ��� �� ������� ������� �� �� �������� ���
�������� ��� �������� �� �� ������� ������� ��� ����� ��������� ���������������
���� ��� �������� ������� �� ��� ����������� ��������� ����������� ��� aii �� �������� ��
�������������� �� ������������
���� ���� �� �� �������� ��� ������� �� AS �� �� ASj ���� j ∈ {0, . . . , P−1}� �� �����������





����� �� ������� ��������� ���� ��� ��������� ������ ������ �� ���������� �� ���������������
���� P = 100 �
�� �������� �� ������� �� ������
������ ���� ���� ������� ������� ���� �� ����� ���� �� �������� ������
������ ���� ���� ������� ������� ���� �� ����� ���� �� �������� ����������
���� ������� ���������� �� ������������� ��
������ ���� ���� ������� ������� ���� �� ����� ���� �� �������� ���������������
���� �� �������� ��������� �� �� �������� ��� �� ������� ���� ��� ������� �� aii ��
�������� �� ��������� ���� ����� ��������� ���� �� �������� ���������� �� ������ �����
��������� ���� �� �������� ����������������
�� ���� ����� ����� ���� ���� �� ���������� �� ���������� ��� �� �������� ��� �������� ���
������� �� aii ���� �� ����� �� ������� �������� �� �������� �� ����� ��������� ��� ��
������ �� p�������� ��� ��� ������
����� ���������� �� ���������
���������� �� ������������ ��� �� �������� ��� ������� ���������� �� ������������� ���
���������� ��� ����� �� �������� ������� ���� ��� ����� ��������� ������������� �� �����
���� ������� �� ������������ ��� ������� �� ����� ������ �
� ����� �� ������ � �� ������� ��� ������ vj ���� ������ ������������� Sj �� ��������
��� ������������ �� ����������� �� �� ��������������
� ����� �� �������� � �� ������ �� �� �������� ��� ���������� ��������� �� ����
����� �� ������ ������������� ���� �� ��� ��������� �� ����� � ������� �� ��������
� ����� �� ������� � �� ��������� ���� ��� ������� �� vj �������� �� �� �������������
��� ������� �� �������� �� ����� ��� ���� ���������� ���� ������ ��� ����� �� �������
� ������� �� ���������
�� ������ ���������� ������������ ���� �� ������ �� vj ����� ��� ���������� �������� �� ���
����� �� ��� ����� ���� ���������� �� ������� ��� ��� ��������� ���������� �� ���������
�� �������� �� ������� �� ������
�� ����� ��������� �� ��������� ����������� ��� ����������� �� ������� ��� ������� �� ����� ��
��� p�������� ����� ������ ������������� ���� ��� �������� ��������� ���� ����������� ���
��������� �� ������������� �� ��� ������ �� ���������� �������� �������� ����������
����� �� ������ �
���� �������� �� ���� �������� �� ��������� �� AS � ������������ ��� ������� aSii ���� i ∈
{0, . . . , 2M − 1}�







�� ������� ����� ���� ������� �� ������ P ��������� ��� (ERj)0�j<P � ����� �� ���������
������������� ���� �� �������� ���������� �
������ ���� ����� ������� ����� ��� �������������� ���� �� �������� ����������
����� �� �������� �p�������� �
�� ��������� ��� �� �������� ��� �������� �� �������� �� �� p������� ����� �� ���� �� χ2
��������� �� ���������� ������
�� �������� ��� �� ������� �
�� �� ��������� �� ���������� Ip ���� ��� p�������� �������� � [10−3, 1− 10−3]��
�� �� ������� �� ���� �� χ2 ��� �� �� ��� ����� �� �� �������� ���� ������� ��� p��������
�� ���� ��� �� p������� ����� ��� ���� Ip �� �������� ������������ ��� ��� ��������
����� �� ��������
���� ������� ���������� �� ������������� ��
������������ �� ������� ������� ������ ������������� � ��� p������� ���� ������������ Ip
�� ����� ���� ���������
����� �� ������� �







�� ���� jmin �� jmax ��� ������� ��� �������������� ��� ��� ��� ������ �������� ������� ��
������� ��
Δmin,max = ERjmax − ERjmin ,
������� ����� ��� ���������������
������ ���� ���������� �� ��������� � ������ �� Δmin,max
�� �� ���� �������� � ��������� ��� ������� �� Δmin,max ���� ��� ���� ��������������
������ ��� �� ������
��� �� ���������� �� ����� �������� �� �� ������ ������ ��� �������������� Sk ���������




(ERj) �� ming(k) = min
0�j�k
(ERj),
����� ��� �� ������� �� �� ������� � ������ �� �� ������� �
maxd(k) = max
k<j<n
(ERj) �� mind(k) = min
k<j<n
(ERj).
�� �������� �� ������� �� ������
������ ����� ���������� �� ��������� � ��������� �� �� ����� ��������
�� ������ ����� ���������� ��� ������ ��������� Copt ����� ���������� ��� ��������������
Sj � j ∈ {jmin, . . . , jmax} ��� �������� �
Δming(j),maxg(j) +Δmind(j),maxd(j) = minjmin�k<jmax
(Δming(k),maxg(k) +Δmind(k),maxd(k)).
���� �� ��� �� ���������� Copt �������� ���� ���� �������� �� ���� ����� �� ������ �������
�������� ��� �� ���������� �������� ������� ���������
��������� ��� Copt = {So1 , . . . , Soq} ���� o1, . . . , oq ∈ {jmin, . . . , jmax} ��� ������� ��� q
















�� ������� ���������� �� ������� �� ������� ��� � ������ � ��� �������� ��� ������ ��������
� ������ �� � �������
���� ��������� ������� �� ������� �������� �� ����� �� ������ �� �� ������������� 49 �
���� ������� ���������� �� ������������� ��
������ ����� ���������� �� ��������� � ����� ��������
���������� �� ��������� �
���� ���������� �� ���������� �� ������������ ���� �� ���� ��� �� ������� �� ������ ������
������� ������������ � �������� �
������ ������������
+ 2P 2 + (2M+4 + 14)P + 11 · 2M+1 ln2(P ) + 2NP + (6N − 15 · 2M+1 − 15)
× P 2 + (2M + 2)P + 3 · 2M+3 ln2(P ) + (N − 3 · 2M+2)
÷ 2M+1P + 2M+3 ln2(P )− 2M
����� ���� ������� ������������ ������������ ���� ������������ �� ����������






�� ������� ��� ���������� Ip = [10−3, 1 − 10−3] �� P = 100� ��� ���������� �� p��������
��� ��������� ������ ���� ��� �������� �
�� �������� �� ������� �� ������
�������� ������ ����� ��� p�������
������ � � �� �����
���������� � � �� �����
� �� �� �����
���������������� � � �� �����
� �� �� �����
� �� �� �����
� �� �� �����
����� ���� ��������� ��� ��������� �������
����� �������������� ��������� ��� ��������� ���� �� �������� ���������������� �
������ ����� ���������� �� ��������� � �������� ���� �� �������� ����������������
��� ��������� ������ ���� ���������� �� ���� ��� ������������ ��� ������� �� ��������� ���
�������������� ��������� �� ��� ������� ��� ����������� ����� ��� ���������������
�� �������� �� ���� ������������ ��� ��� ��������� �� ��� ������������� �� �� ������� ��
�������� ����� ��� ��� p��������� �� ����� �� p������� ���� ������ ��� �� ������ ������������
��� �� ������������ ��� ������ ������������ � ��� ��� ���� �� ��� �� χ2� ���� �� ����� ��
����� ��� �� ������� �� �������� ���� �������������� �� �������� �� ���� ����� �� ����� ���
������ �� ����� ��� ������ ��� p�������� �� ������� ������� � ������ �� ���������� ����
����� ��� �� ������ �� ����� ��� Ip�
���� ��� ������ ������� �� � ����� � ������������ ������������� ���� ����������� ���� �����
��������� �� ������������ ���� �� ����� �� �� ������ �� ����� ��� �������������� �� ��� ���
���� ������� ���������� �� ������������� ��
������� ��������� �� ���� � ������ ����� p������� ������ �������� ��� � ���� �������� �
������ ����� �� �� ������� ��� ����� ��� p�������� ��� � ���������� ����� � ���� ��� ��
�������� ���� ���������� ����� ���������
���������� �� �������� ���������� ��� �� �������� ��� �������� ����������� �� �������� ��
�������� ���� ��� p�������� ���� �� ����� �� ������������� ��� ������� �����������
����� ���������� ��������� �� ����� �� �������������
���� ��� ��������� �������� ��� ��� ���������� �� ������������ ���� ��� �� ���� �� �� ����
�� ��� �������� ������������ �� �������� �� ���� ���������� �������� ��� ������������ ����
����������� ���� �� ����� �� ������ ��� ������� ������� ����� �� ������ ���������� �� ���������
� �� ����� �� ��� �������������� ���� ����
������ ��� ���� ��� ���� ���������� ���� �� ����� ��� ��������� ���� ��� ��������� �� ���� ��
������ ��� �� �� ��� �� � ������ ��� �� ����� �� ������� ���������� ��� ����������� �������
��� ������� ������������� �� ��������� ��� ����� ����������
�� ����� �� ����� �� �������� ����� ��� ����� ��� ��� p��������� ������������� � ������������
������ ���� ������ � ������������� �� ������� ��� ������ �� ����� �� �������� �� �������������
������������� �� �������
�� ��������� ����� ������ �� ������ �������� ��� ����� ��� �� ������������ �� �� �������
�� ���������� ���� �� ������ ����� ��� ��������� ������������� ����� �������� �� ��� ����
������� ��������� ����������� ��� �������� �� ���������� �� ��� ���������������








�� ������� ��� ������� ��������� ����� AS �� ASj �




























������������ �� ������� �� P ������ ���� ���������� �� ������� � ������ �� �� �������������
Sj � j ∈ {0, . . . , P −1} ��� �������� ���� ��� �������������� ��� �� ���������� �� ���������
���� ������� j �� �������� ���� �������� �� i ����� ��������� B1, . . . ,Bi� ������� j + 1 ��
������� �� �� ������� �������� �
�� �� ������� ABi ����� ��� ASj+1 �
�� �� ������ MEj+1,Bi ��� ���� �������� �� ����������� ABi �� ASj+1 �
�� �� ������� ��� ������ �� ����� ������� ��������� ����������
� �� �� ������� �� ���� ����������� ���� ��� ��� ������ �� ��������� ��� �� �����
�������� Sj+1 �� ���� ��� ������ �� ���� �������� Bi� �� ���� ����� �� �������
���� �������� Bi+1 ������� ���������� �� �� ������������� Sj+1�
� �� �� �� ������� ��� ����������� �� ������� �� ������������� Sj+1 �� ���� Bi�
�� �� ����� � ������� ���������
�� �������� �� ������ �� ����� ��������� ������ �� ������ ��� �� ���� ����� ���� �����
����� �� ����� ������� ���� ������ �� �������� ��� ������������ ���� ���������� �� �������
������� ���� ��� �������� ��� ������� ���� ����� ����� �� ����� ���� ��� ��� ����������� ��
��������� ���� ���� ������� ��� ������� �� ������ ����������
���� ����������� �� ��������� ��� ����������� �� �� ��������� ��� ������ ��� ��������
��������� ���������� ���� ����� ������� ��� ��� ������� ���� ������ ����� �� �����������
��� ��������� �������� �� ���� ����� ��� ������� ��� ���� ��� ����� �� ������
���� ��������� ������������ ���� ������ ��������� �������� ������ ���� �� �������� ����������������
�� ����������� �� ����� ||.||1,Mat� P = 100 �� �� ����� ���� � 0.8�
������ ����� ������ �� �� �� �� ������������ �� ����� ���� �� �������� ����������������
���� ������� ���������� �� ������������� ��
������� ������� �� �� �� ������ ������ ��������� �� ����� ��� ����� ������ �������� ��
��������� ���� ��� ������ ��� �������������� ���� ������ ���� ���� ���� B1� � ����������
� ������� �� �� ����� ������� �� ����� ��� ����� ���� ������ ��� ����������� �� ������� ��
���� B1 ���� �� ���� �� ������� ���� � ������ �� �� ������������� S25�
������ ����� ������ �� �� �� �� ������������ �� ����� ���� �� �������� ����������������
��� �������������� S25 � S49 ��� ��� ������ �� ������� �� ����� �� ���� ���� ������ ��
���� B2� �� ��������� ��� ��������� ��� �������� � ������� �� ��� ����� ���� ������ �����
������������ ��������� �� ���� B3 ���� �� ������������� S50 ��� �� �������� �����������
����� ��� ��� ������ �� ������� �� ��������� ����� ���� �
������ ����� �������� �� ������������ �� ����� ���� �� �������� ����������������
�� ������ �� ���������� ������ ��� ������������ ��� ����� ������� ��� ����� �������� ����
�� ���������� ������
�� �������� �� ������� �� ������
������ ������������
+ P 2 + 3 · 22MP +N
× 2P
÷ P 2 + 2 · 22MP + 1
����� ���� ������ ������������ ������������ ���� ������������ �� ������
��� �� �������� ��� ����������� ��� ���� ������������ �� ���� ��������� ��������� ����
����� ������������ ���� ��� ���������� N = 80 000 000� P = 100 �� M = 4 �




����� ���� ����������� �� ������ ������������ ������������ ����� ��� ���� ����������
�� ����������
����� ����� ��� ���������� ������ �� ��� ������ ��������
�� ����� ���������� ��������� ������ ������ ��� �� ���� ��� ������ ����� ������ ���������
��� ���������������� ���������� ��� ��������� �� ������� �� ���� ���������� ���������� ��
������ ���� ��� ��� ������� �� �������
��� ����������� ��� ����������� �� ������ ����� ���� ����� ��������� ������ ���������
������ ���� �� ������� �� ���������� A = (aij) ��� ������� � 50% �� �� ���������
��� ������������ � 50% ������
������� ai 0 = ai 0 + � �� ai 1 = ai 1 − � �������� 0 �� 1
��������� a0 2j = a0 2j + � �� a0 2j+1 = a0 2j+1 − � ����� 0
������� ai 2j = ai 2j + � �� ai 2j+1 = ai 2j+1 − � ���� ��� ����������
��������� a0 0 = a0 0 + � �� a0 1 = a0 1 − � � ����������
����� ����� ������������ �� ��������� ������ ���� ������� ��� ���������� �������






�� �������� ��� ��� ���������� ����� ���� ������� �� �� ������� R� ������ ���� �� �����
����� ������� �� ����������� �� ������ ��� ������������ ����������� �� ���� j�
���� ������� ���������� �� ������������� ��
��� ��������� �� ������������ ���� �� �������� ������� ���������� ��������� �� ����� ������
������ ����� ������� ������������� �� �� �������� ��������
�� ����� �� ����������� ��� ������������ ����������� ��� ����� j = 0 �� j = 1 ��� �������
��� �� ����� ||.||1,Mat� � ��������� ��� ������ ������ ��� ����������� �� �������� ����� ��
���� ���������






��������� ��� ���������� ����� ���� ����� �� �� ������� R� ����� ���� ������������ ���� �����
�������� �������������� ��� ������������ �� ���������� � ������ ���� ���� i�
�� �������� �� ������� �� ������
������ ����� ������� ������������� �� �� �������� ����������
�� ����� ||.||∞,Mat ��� ����� �� ����� � �������� �� ����������� �� ������� �� ����������
���� �� �������� ����������
��� ������ ������������ � �� � ����� ������ ����������� �� ������� � �������� ���������� ���












������������� �� ��� ������ ���� ������������ �� ��������� ������ ��������� �� ����������
������� ��� �������� �� ������������ ��� �������� ��� ������ ����������� �� ���� ��� �����
������� ����� ���� �� �������� ��������
���� ������� ���������� �� ������������� ��
������ ����� ������� ������������� �� �� �������� ��������
��� ���� ������ ���������� �� ������ �� �������� �� ��������������� �� �� ��������
������� �� ������� ���� ����������� ����� ����������� �� �� �� ���� ������������ �����
������ ��������� ����� ��� ������ ��� ���� ��� ��������� ���������� �� ����� � ����� ��
�������� ��� ��������� ��� ��������� ���� ��� �� �� ����� � ����� �� ���� �� ������ ����
������ �� ��� ���� ���� ����� ���� �� ����� ��� ����� �� ������
���� ��������� �� ����� ����������� ������ ������ �� ���������� ������� ��� ��� ����������




�� ��� ������ �� ������� ��� ������� ��������� ��� ��� ������� �������� ����� ������� ��
����������� ����� ���� �� �������� ����������
�� �������� �� ������� �� ������
������ ����� ������� ������������� �� �� �������� ����������
����� ���� ���������� ��� ��� �������� �� ��� ����� �������� ��� ��� �� ����� ||.||∞,V �
������ ������ ����� ������ ���������� ��� ������� ��������� �� �� ��������� �� ��� ����
��� ����� ���� ������� �� �������������� ��������� ���� ������ ����� �� ��� ����������
�� ������ �� ����� �� ����������
�� ����� �� ����� ��� �������� �� �������� �� ��������� ��������� �� ������� ��� �� ������ ��
�������� �� ������������� �� ������� �� ���� ���� ������������� �������� �� ������ �� ��������
����� ���� �� ����� ���� ���� ��� �� �������� ��� ��������� ���������� ��� �������� �� �������
����� ���������� ��� ������� �� �������� �� �� �������� ������ ���� ����� �� ����� �� ������
�� ����� ���� ��� ������ ����� ����� �� ������ ���� ��������� �� ������� ������� �������
�� �������� ��������
�������� �� ����� �������� ��� ������������� ��������� �� ������ ��� ������� �� ���
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��� ��������� ��� �������������� S80 � S99 �� ���� �� �������� ������� ��� ��������������
S32 � S66� ����� ��� ��������� ��� ��������� �������� �� ������ ��� ��� ���� ������
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����� ���������� ��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ��������� ��� ��� ��������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ������������ ��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ������� ����������� ��������� ��� ��������� ������ � � � � � � � � � ���
����� ����������� ����� ���� ������� �� ������ ������ � � � � � � � � ���
����� ��������� ���� �� ��� ������������ ���� �������������� ��������� � � ���
����� ��������� ���� �� ��� ������������ ���� �������������� ������ � � � ���
��� ���������� �� ���������� ������������ ��������� ��� ��� � � � � ���
��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
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���� �� ������� ��� ���� ����� �������� �� ������ �� ������ �� ������ �������� �� ����� ��
������ �� ������ �������� ��� ��������� ��� ������� �� ������ ������ ��� ���� ������
��������� ���� ����� ������� ������� ���� ��� ����� ��� ������� �� ������ ���������
��� ��������� �� ����������� ��� �������� ����� ����������
��� ������������
��� ������� �� ������ ������ ��� ��� ���������� �� ������ ���� ��� ������ ���� ��� ���
������� �� ������� �� ���� ������� ������ �� ������ �� ������������ ��������
��������� ������ �� ������ �� ������ ����� ��� �� ������ ����������� ���� ������ ���
����� �� ���� ��� ����������� ������������ �� ��������� ����� �� ������� ���� ��� �����
���� ������� ��� ��� ������ �� ������ �������� � ������ ������� ��� �� � ������ �� �����
������� Xk� k ∈ N ����� ������ ����� �������������� Ok� k ∈ N ��� ��������� ��� ����� ��
�� ������ �� �������
��������� �
� N = ������ ������� ���� �� �������
� Q = {q0, q1, . . . , qN−1} = ��� ����� ��������� �� �� ������ �� �������
� A = ������� �� ���������� �� �� ������ �� �������
� π = (π1, . . . ,πN ) � ������������ �������� �� �� �������
� M = ������ �� �������� ������������
� V = {0, 1, . . . ,M − 1} = ���������� ��� ������������ ����������
� T = ������ �� �� �������� ���������
� O = (O0,O1, . . . ,OT−1) = ��������� ��� �������������
� B = ������� ��� ������������ ���������������
�������� �
X0 X1 X2 . . . XT−1
O0 O1 O2 . . . OT−1
π A A A A
B B B B
������ �� ������ �
������������ �
�� ������ �� ������ ����� ��� ���� ����������� ��� A� B �� π �M ��N ����� �������������
������ ��� A �� B� �� �� �� ���� λ = (π, A,B)�
���� ������������ ���
���� ��������� ����� ������� �� �������� �� �� ���������� �� �������� �� �����������������
��� �������� � ������� ��� ����������� �� ������������ ����� ��� ������ ��� �������
�� ����� �� ��� �������� �� �������� ��� �� ������ ��� ������ ��� ������ ������ �� �� ������
������ ��������� ��� ������� ��� ������ ����������� ��������� �������� �� �������� ���� ���
������������ �� ��� ������������ ��������� �������� �� �������� ���� ��� ��������� ��������











� P M G
C 0.1 0.4 0.5
F 0.7 0.2 0.1
�
,
���� ������ ��� ������� �� ����������� �� ���� ������ ������� ������������ ���� ��� �� ��
����������� ���� ����� ����� ������� ��� ������� ����� ������ ��� �� ����
�� ���� ������ ����� ��������� ���������� ��� ������� �� ������ �������
�������� � � ����������� �� ������ λ = (π, A,B) �� ��� ������������ O� �� ������� �
�������� �� ����������� ��� ��� ������������ ������������� �� ������� P (O|λ)�
���� �� ����� �� �� ������������������ �� �������� ���������� ��� ������� � �� �����������




P (O = GP,X|λ),
= πFBFGAFFBFP + πFBFGAFCBCP + πCBCGACFBFP + πCBCGACCBCP ,
= 0.1072.
�������� � � ����������� �� ������ λ = (π, A,B) �� ��� ������������ O� �� ������� �
�������� �� �������� ������� �������� ������������� � �� ������ �� ������ �������
���� �� ��������� �� ���� ��������� ��� �� ������� ����� ��� ������� ���� ������ �� ��
��������� �� ����� � �������� �� �� ���� �� �������� ���� ��������� �� �� ������� � ���������
�� ����������� �� ������ ���� �������������� ������ �� ��� ��� ������� �� ������ �������
�� �� �� �������� �� ����������� �� ���� ��� ����� ��� ����� ��� ������ ������ �� ��� ��
�� ������������� �����������
���� ����� ������ �������� �� ��� ����������� �� �������� �� �������� ������� �������� ����
��� ������������ O = (P,M,P,G)�
���� �� ����� �� ��� �� �� ������������� ��������� �� ���� �������� ���� ����� ��������
������� X �� ����������� P (X,O|λ)� ��� ������� ���� �� �������� X = CFFC �� ������
��� �������� �� ������� �� ������ ������
��� �
P (X = CFFC, O = PMPG|λ) = πCBCPACFBFMAFFBFPAFCBCG,
= 0.6 · 0.1 · 0.3 · 0.2 · 0.6 · 0.7 · 0.4 · 0.5,
= 3.024 · 10−4.
�� ��������� ����� �� ������� ������� �
����� P (X,O|λ) ����������� ����������
���� 4.116 · 10−4 ������
���� 3.528 · 10−5 ������
���� 7.056 · 10−4 ������
���� 2.117 · 10−4 ������
���� 5.040 · 10−5 ������
���� 4.320 · 10−6 ������
���� 3.024 · 10−4 ������
���� 9.072 · 10−5 ������
���� 1.098 · 10−3 ������
���� 9.408 · 10−5 ������
���� 1.882 · 10−3 ������
���� 5.645 · 10−4 ������
���� 4.704 · 10−4 ������
���� 4.032 · 10−5 ������
���� 2.822 · 10−3 ������
���� 8.467 · 10−4 ������
����� ���� ������ ��� ������������ ����� �� ����� �� ��� ������������� ����������
�� ������ ���� �� ����������� ��� �������� ���� �� ����� �� ��� ��� �����
�� �� ��� �������� �� ����� �� ��� ��� ������� �� ������ ������ �� ��� ���������� ��
�������� �� ������� �� ���� �������� � ������ ��������� ����� ��� ������������ �����������
�� ������� ��������� �� ����� ���� �������� �� ����������� ������� �� ������� q � �� ��������
i� �� ����� �� ����� ��� ������������ ��� ������� ��������� q �� i���� ���������
������� �������� � �������� � �������� � �������� �
� ������ ������ ������ ������
� ������ ������ ������ ������
����� ���� ������ ��� ������������ ����� �� ������ ��� ������� �� �������
���� ����������� ��� ����� ��������� ���
�� ������ ��� �������� ��� ���� ��������� � ������ �������� ��� ����� FCFC ��� ���
��������� �� �� ������ �� ���� �������� FFFC�
�������� � � ����������� ��� ������������ O ����� ��� ��� ���������� N ��M � �� �������
� �������� �� ������ λ = (π, A,B) ��� �������� �� ����������� �� P (O|λ)�
��� ����������� ��� ����� ���������
�� �������� � �� ������ �� ���������� ����� ���� ��������� ��������� ��������������
X P (O, X|λ) ���� ����� ������� ��� ���� �������� ������� ��� ������������ ����������
��������� �� �� ��� ���������� ����������� �� ������ � ������� � �� ������������ � ��������
�������� � ������� ������ ���������� ���� �� ���������� �����
���� �� �������� � �� ������ ��������� ����������� �� �������� �� �� ��������� �� �����
� �������� �� �� ����� �� ���� ������� �� ����� �� ��� ��� ������� �� ������ ������ ��
���������� �� ���� �� ��������� ������������� ������������ � ���������������� � ����������
���� �� ������� �� ��������� ���� �� ������������� ��������� �� ���� �������� ������������
�� ������� ���� ������� �� �������� �������� ��������
����� �� ���������� �� �������� � ����� ��� ���������� �� ����� ���� ��������� ������� �� ���
����� �������� ����� ����� �� ������� �������������� �� ������ ��� �������� �� ��������
���� ������������ �� �� �������� �������������� �� �������� �� ���� ������ ������� ���������
����� ������ ��� �������� ��������������� ��������� ��� ���������� �� ������� �� ��� ����
������ �������� �� ������� ��� ���������� λ �� ������� � ��������� ���������� �� �����������
P (O|λ) �� ��������� ��� ���������� ���������� ���������������� ������ ��� �� ������� ��
����� ���� �� ��� �������� ����� �� � ��������� ��
���� �� ����� ���� ������ ��������� ���� �������� �� ���������� �� �������� � �
� �� ������� �� ����� ���� ��� ������� ������������ ���������������� ����������
��������� �� �������� ��� ��������� � �� ��
� ��� ������� �� �������� ������� ��
��� ������� �� ����� ����
�� ������� �� ����� ���� ���������������� ��� ��� �������������� �� �� ������� �������������
������������ � ���� �� ��� ��� ������� �� ������ �������� ���� �������� ��������� ���
������������ � ���������������� � ���� ������� � ����������� ��
��� �������� �� ������� �� ������ ������
�� ���� ���������� �� ������� �� ����� ���� �� ������ ������ �
� ����� ������� � ������ ��� ���������� αt(i)�
� ����� �������� � ������ ��� ���������� βt(i)�
� ����� γ � ������ ��� ���������� γt(i)�
� ���������� ��� ���������� �� �� ������ �� ������ �������
����� ������� �
����� ����� �������� � �������� �� ����������� �� �� �������� �������������� ���������� ����
����� ����� t �
αt(i) = P (O1 . . .Ot, Xt = qi|λ) ���� t ∈ {1, . . . , T} �� i ∈ {1, . . . , N}.
���� �� ����� �� ������� �� ������� �� ��������� �













����� ����� ������ ���� �� �������� �� �������� ��
����� �������� �
����� ����� �������� � �������� �� ����������� �� �� �������� �������������� ��������� ��
����� t+ 1 �� ����� T �
βt(i) = P (Ot+1 . . .OT |Xt = qi,λ) ���� t ∈ {1, . . . , T} �� i ∈ {1, . . . , N}.
���� �� ����� �� ������� �� ������� �� ��������� �






�� ������ ��� ������������ �� ��������� �� ������ qi �� ����� t � ������ qj �� ����� t+ 1 �
γt(i, j) = P (Xt = qi, Xt+1 = qj |O,λ).
���� ������� �� ���������� ���
�� ��� ���� ���� �������� ���� ��� ��������� ��� ������ ����������� ����� �
γt(i, j) =













����� ������������ ��� ���������� �
��� ��������� ��������� ������� ���� ������������ �� �������� ������������ �
T−1�
t=1
γt(i) = ��������� �� ������ �� ����������� �� qi.
T−1�
t=1
γt(i, j) = ��������� �� ������ �� ����������� �� qi � qj .
�� ��������� ��� �������� �� ������ �� ������� ������������ ��� ���������� A� B �� π �
πi = ��������� �� �� ��������� �� ������ qi �� ����� t = 1 = γ1(i).
Aij =
��������� �� ������ �� ���������� �� qi � qj











��������� �� ������ �� ���� �� ���� ������ qj �� ������� k










�� ������ λ(l)� �� ������ ������ � ������� l� ��� ������� �� ���� ��� ������ ��� �
� ���� �� ������ λ(l) ��� �� ����� �������� �� �� �������� �� ������������� ���������
������ �� ���� �� ��� λ(l) = λ(l+1)�
� ���� �� ������ λ(l+1) ��� ���� �������� �� ���� �� ��� P (O|λ(l+1)) > P (O|λ(l))�
��� �������� �� ������� �� ������ ������
��� �������� �� ���������
���� �� �� ���������� �� �������� � �� ������� �� ������ ��� �������� �� ����������� ������
�������� �������������� ���� ����� �� �� ������� �� ��� ����� ������� ���������� ��� ������
��������� �������������� ���������� ����� �� �������� ��� ��� � ��������� ��� �������� ��
��������� ��������� �������� ���������
�� ������ ��������� ����������� ����� ��� ��� ������ �������������� ��� �������� �� ������� ���
�������� ����������� ��� ���������� ���������� ���� �������� �� ��������� ����� ���� ������
��������� ��� ������� ���� �� � ������������ � ��� �������� � �������� ��� �������������
�� �� ������� ��������� ��� �� ���������� ��� ���������� �� �������












�� ���� λ(k)� k ∈ N �� k���� ������ ������� ��� ������������ ����� ��� L(λ(k)) = log(P (O|λ(k)))
�� ����������������� �� �� �������
���� ��� ������� ������������� �� ������� ��� ��� λ(k) ��� �� ������� �� ������ N2 + NM
��������� ��� ���������� �
Wij , 0 � i, j � N − 1 �� Vjk, 0 � j � N − 1, 0 � k �M − 1.
�� ���� ��������� Hk �� ηk ��������������� �� �� ������� ��������� �� �� ��� �������� ����
�� ������� k�
� ����������� k �� �� �������� �� (k + 1)���� ������ ��� ���������� �
λ(k+1) = λ(k) + ηkHk∇L(λ(k)).
���� ���� �� ���� ���������� ��� ������� �� ∇L(λ(k))� �� Hk �� �� ηk�













































�� ��� ������� γt(j) �� γt(i, j) ���� ������ ���������� ���� �� ������� �� ����� �����
������ �� Hk �
�� ������ ��������� ������������ ���� ���������� �� ����� (Hk)k ��� ������������ �� �������
���������� ���� ���������� ��� �� ������� �� ����������������������� ������
�� ���� vk = λ(k) − λ(k−1) �� gk = ∇L(λ(k))−∇L(λ(k−1))� ����� �









, �� H0 = I.
������ �� ηk �
�� ������ �� ���� ��� �� ������� ��������� ���� �� ���������� ��� �� ����� ��������� ��
�������� ����� �� ���� ��� �� �� ��� ���� ������� �� �� ��������� �� ��� ������� �ηk = 1� ����
�������� � ��� ���������� �� �� ������������������ �� �� ����� �������� �� ��� 0 < ηk � 1
������� ��� ���� ������ ������� ��� ����� (L(λ(k)))k �����������
��� ����������� ��� ���� ��������
���� �������� ��� ���� ����������� ���� ������ ������� ����� ������������ ����� �������
������ �� ��� ��������� ��� ��� ��������� �������
���� ��� ���� ���� ������������ ���������������� ��� ������� ���� �������� �� ����� �����
�������� ��� ����������� �� �������� ����� �������� ����� ��� ��������� ���� ��� ����
���������
����� ������� �� ������������ ����������������
���� �� ����������� ��� ������� ������ �� �������� �� ������� ��� ������� ��������������� ��
���� ���� �� ������ �� ������������� ��� ����������� ���� ��� �������� ��� �������� ��������
������� ���� ������ �� ����������� ��� ��������� ����������� ����� ������������ ��� ��������
���� ��� �������� �������� �������� �� ����� � ��������� ���������� ���� �� ��������� ���
������� ��� ���������� ������ ��������� ��������� ������ ���� ������� ���������������
��� ��� ���������� �������� ��� �� ������ ���� �� ������� �� ���������� ���������� ��
��� ����� ��� ��������� �� ������ ����� ���� ���������� �������� ��� ������ �� ��������
���� ����� ������ ������������� ���������� �� ������������ �
��� �������� �� ������� �� ������ ������
� ������������ � ����� � ���� ������� �� ��� �� ���� ��� �� ������ ������
� ������������ � ������� � ���� ������� ���� ��� ���� ��� ������� ��������� �� ����
���� ��������� �� ��������� ����� ������������� ��� ���� ����������
� ������������ � ���� � ���� ������� �� ������� ���������
� ������������ � ���� � ���� ������� �� ������� �������� �� ������� ����� �� ����������
����� �� ���������� �� ��� ��������� ����������� �� ������ ������������ ������������ ����
������� ���� ��� ��������� �� ������������� �
���������� ��������� ��������������� ���������
����� � ������� 3(T − 1)N2 +N 6(T − 1)N2 + T.N (T − 1)N2
���� � ���� 3(T − 1)N2 + (T + 1)N 7(T − 1)N2 + 2T.N (T − 1)N2 + T
����� ���� ����������� �� ������ ������������ ������������ ���� ��� ���������� ��
���� ������
���������� � ���� ���� ������������ ������ ��� ������� ���� ���� �� ��������� p� �����������
������ �� ���������� �� ���������� ��� �� O(p) �� �� ���������� �� �� �������������� �� �� ��
�������� ��� �� O(M(p)) �� M(p) ���������� �� ���� �� �� �������������� ���� �� ������ ��
������ p�
���� ��� �������� ���������� ��� �������� ��� ������� ���� ����� � ������ �� �� ������������
���� ������������ �� �������������� ������� ������ ���� �� �� ��������� ������� ������ Np








�� � ����� ��� ����������� �� �������������� ��������� �
Np [0, 18] [19, 57] [58, 154] [155, 226] [226, 333] [334, 4736]
���������� ���� ��������� ������ ������ �������� ��������
O(M(p)) O(N2p ) O(N1.585p ) O(N1.465p ) O(N1.404p ) O(N1.318p ) O(N1.289p )
����� ���� ���������� �� �������������� �� �������� �� �� ��������� p�
���� �� ����� �� ������������ ����������������� ��� ���������� �� ���������� ��������
�� ���� ��� �� ������� ���� ��������� ��� ��������� ��������� ����� ��� �� ������� �������
� ��� ��������� ��� ������ �� �� ������ �� �������������� ��� ������� �
���� ����������� ��� ���� �������� ���
���������� T p Np ��������������
������� �� �� � �����
������� � ��� � ��� �� ������
������� �� ��� �� ��� ��� ��������
���� ��� � ���� �� ��� �� � �����
���� �� ������� ��� ���� �� �������� �� ���������� ��� ����� �� ������� ��� ��������� ����
��� ���������� �������� �� ������������ ��������� ��� �� ���������� ����� ���� ���������
��������� � ����� � ������ �
N T ���������� ����� ������� ���� ����
�� �� � ��� ����� ����� �����
�� � ��� �� � �� �� ��
�� �� ��� �� � ��� ��� ���
�� �� ��� �� � � ��� ���
����� ���� ����� �� ������ �� ������������ �� ���� ����� ���� ��������� �����������
������������ �� ������ ����� ��� ���� ������ ��� �� �������� ��������� ���� ������� ��� �����
����� �������� ���� ������� �� ����� �� ������ ��� ��������� ������� ������ �� ��������
��������� ��� ����������� �� ������������� ���� ��� ������� � ������� ��� ��������� �����
�������� ������� ���� ������� ��� ������ ���� ���� ������������� ��� ����� ���� �� ���������
���� ���� ��������� �� ��� ������������ ���� ��� ������� �������������� ����������� � � ���
���� ��������� ����� ������ ��� ��� ����������� ���� ��������
���� �� ����� ���� ����������� ���� ��� �������� ���� ���� � ���������� �� ������ ������ ��
�� ������ ��� ������������ ���� ������� ����� ������������ ���������� �� ������������ ����������
����� ���������� ��� ����������
�� ����� ������������ ��� ���������� ��� ���� �������� ���� �� ������� �� �������� ���
��� ���� ����� �� ����� ���� ����� �� ���� ���� ��������� �� ������ �� ��������� �� ��
������� ��������� ����� ��� �� ���� �� ������� ������ ��� �� ���� ������� ��� ���� ������
��� ����� �� ���� ��������� �� ������ �� ����������������� �� ������� ������ �� ��� ��������
���������� ��� ����� ��������
�� ��������� ��� �������� ��� �� ������ ������������ ������������ ����������� ���� ������
����� �
��� �������� �� ������� �� ������ ������
����� ��������� ��������������� ���������
���������� ���� 4(T − 1)N2 + T 0 2N2
�������� ��� 2(2T − 1)N2 2N2 2N2
��������� ��� 4N2 + 4N − 2 4N2 + 4N 2N2 + 2N
��� ��� ρ(T − 1)N2+ ρ(T − 1)N2+ N + ρ(T + 7)
(ρ(T + 2) + 2)N (2ρ(T + 1) + 2)N
����� ���� ������ ������������ ������������ ���� ��� ���������� ������ ������������ ���
�����������
�� ρ ������� �� ������ ������� �� ��� ��� ���� ���� �������
��� ������������ ��� ������ ��� �� ���������� ����� ���� ��������� ������ ���� ������
���� ������������ �� ���� ���� ��������� �� �� ������� �� �������� �
N ρ T ���������� ����� ���� ��� �������� ���
�� �� ��� �� ����� �����
�� �� � ��� �� �� ��
�� �� �� ��� �� ��� ���
����� ���� ����������� ��� ����� �� ������ ����� ������������ �� ���� ����� �� ��
���������
��� ��������� ��� ��� ��������� ������
����� ������������ ��� ���������
���� ��������� ��� ��������� ��� ���� �������� ���������� ���� ����� ��������� ��� ���������
������ �������� ��� ������� �� ������ �������
�� ������������ �� ��������� ����� ���� ������ λ = (π, A,B) �� ���� �� ���� ������ �
� ���������� ��� ������ �� ������ X0, . . . , XT−1 �� ������� �� ���������� A �� ��
������������ �������� π ������ �������� ���� �� ���������� �������
� ���������� ��� �������� ��������������O0, . . . ,OT−1 � ������ �� �� ������ �� �������
���� �� �� �������� ������ ���� ���������� ��������� Ot �� �������� ��� ��������� � ��
������������ �� �� ������ �� ������� �� ���� ������������� rt ∈ [0, 1]� ���� �� �����������
i = Xt �� ��������� �� ����� ������������� �





���� ��������� ��� ��� ��������� ������ ���
�� �� ���� k �������� ��� ��� rt ∈ Ik ����� Ot = k�
�� ������� �� �������� ���� ����� ��������� ����� ���������� ���� ��� ���������� ����
��������� ���������� �
��� ������ ������ π A B �� ��
����� ���� � ���� �������� R R ����� �����
������ ���� � ���� �������� RU RU ����� �����
������ ���� � ���� �������� RU RH ����� �����
����� ���� ������������� ��� ��������� ������ ���� ��� ������� �� ������ �������
����
� �� ���������� �� ������� �� �� ���������� ���������
� R ��� ������� ������������ ����������
� RU ��� ������� ������������ ���� ��� ���������� ���� �� �� ����� aij = 116 + �ij �����
j �ij = 0�
� RH ��� ������� ������������ ���� ��� ���������� ���� �� �� ����� ��
aij =
1
2 + �ij �� j ∈ {i, (i+ 1) mod 16},
aij = �ij �����,
����
�
j �ij = 0�
����� ������� ����������� ��������� ��� ��������� ������
����� ���������� ��� ��������� ������ �������� ���� �� ������� ���������� �� ��� �����������
�� ���� �� ������������ ��� ��������� �������� ��� ��� ������� �� ������ ������ ���
������� ��� ����� ������������ ����������� ������ ���� ���������� ��� ��������� �� ���� �����
�� �� �������� ���� � �� ���� �� ����� �� �� ���� �� ��������� ��� ��� ������ �� � �����
��� �������� �� ������� �� ������ ������
������ ���� ����� �� ����� �� �� ��������� ���� �� �������� �����
���� �� ������ ����� ��������� � ������ �� �������� ����������� ��� ����� ������������ ���
������ ��� ������ ��������� �� ����� �������� ������ �� ����� ����� ������ ��������� ����
���������� ���������� �� ��������� ��� ������ �� � ���� �������� ������ �� ����
������ ���� ����� �� ����� �� �� ��������� ���� �� �������� ������
���� �� ��� �� ������ ���� ��� ��� �������� ���������� ��� ���� ���� ��������� �� ��������
����� ������ ������������ ���� ���� �� ����� ��� ���� �� ��������� ��� ������� �� ��������
���� �� ������� ������ ������ ���� �� ������������ ������ ��� ��� ������� A �������� ��
��� ������� B ��������� ����� ������������ �� �� ������� �� ������� ��� ���� ����� ��������
��� ������ ��������� ����������� � �� ���� ��� �� ����� �������� ������ �� ����� �� ��� ��
��������� ��� ������ �������� ������ �� ����
���� ��������� ��� ��� ��������� ������ ���
������ ���� ����� �� ����� �� �� ��������� ���� �� �������� ������
��������� �� ��������� ��� ��������� �� ��� ��������� ��� ����� ������������ ��� ��� ��� ����
���� ������� ���� ����������� ����� ��� ���������������� �� ������� ������ ������� ����
������� � ������� �� ������ �� ������ ����� � ������ ����� �������� ���������� �� ����
�������� ��� ��������� ��� ����� ������������ ����� �� ������� �� ������� �� ������ �������
����� ����������� ����� ���� ������� �� ������ ������
��� �� ������� ��������� �� ��� �������������� ��� ����������� ���������� �� ���� �������
�������� ���� ������� �� ������ ������ �� ���������� ��� ������ �� ���������
��� �������� ���� ���� ������� �� � ��������� � �� ���� ������� λ = (A,B,π) �� λ� =

















���������� �� ������ ��� ������� ���� ��� �������� A� A� �� B� B� ���� ���������� �� �������


































���� ��� ������� ��� ��������� ������������ ����� ��� �������� ���� ��� ������ �� ��������
��� ��������� �������������� �������� ���� ���������� � O = (1, 1, 1, 1, . . . )�
������ ���� �� ��� ��������� �� �������� ����� ���� ������� �� ������ ������� �� ��� ����
������� �� ����� ������ � �� ���� ��� �������� ��� ���������� ������ ��� ������� �� ���
��������� �������������� �������� ��� ��� ��������
��� ��������� ��� ���� ��������� ���� �� ����������� ���� �������� � ��� ��������� ���� ���
��������� �� �� ���������� �� ���������������� �������� ����� ������� ����� ����������
������� ��������� �������� �������� ��� ��� ������ �������������� �� �� ��������� �����










���� ���� ������������� ��������� �� ���� ������� Ω�
�� �������� ��� ���� ������ �������� ���� ��������� ��� ��������� ��� ���� ����������� ���
������� �� �� ���������� �� ���������������� ��� ������ ������� �� ��� ��� ������� ��
������ ������ � ������ ������� �������� �� ������ �������������� �������� ��������
������������ ���� ��� ��������� ������������ ��������� �� �������� ����� ���� �������







ξ(λ, i, T )
N−1�
i=0
ξ(λ�, i, T )
 ,
���� ���� t ∈ {1, . . . , T} �
ξ(λ, i, t) =
N−1�
j=0
NAjiBjOt ξ(λ, j, t− 1),
�� ξ(λ, i, 0) = π0 ���� ���� i ∈ {0, . . . , N − 1}�
���� ��������� ��� ��������� �� ����������� ����� ��� ���� ����������� ��� ��� ������� ��
������ ������ ������� ���� ����� ���� ������ ��������� ���������� �
� T �� ������ ���������������
� I �� ������ ������� ������������ ��� ������������
� S �� �������� ���������
���� ��������� ��� ��� ��������� ������ ���
� A0 �� B0 ��� �������� ���������������� �� �������
���� �� ������ ��� ������� �� ��������� ����� �������� ���������������� MU �� ������� ����
������ MR ��� ������� ��������� �� MH �� ������� ���� ��� ���������� ��������� �� ����
��������� ������ 12 �� ��� ������ ��
���� ����� ������� ��� ����� ��� ��� ��������� �������������� �� ������� �� ��� �� �� ����
��� ��������������� ����� ����������� ���� �� ������������ ��� ��� ��������� ��� ��� ���������
�� ������ �� ���� ���� ���� ��� ��������� �� �� ��� ������������ ���� �� ��������
����� ��������� ���� �� ��� ������������ ���� �������������� ���������
���� �� ������� ����� �������� ��������� ������ ���� ����� �� ��� ���� ������� ��� ������
������� �������� ���������� �� ��������� �� ����������� ����� �� ��� ��������� ��������� ��
������������ ��� �������� ���������� ��������� ���� �� ��� ����� �������������� �� ������
����������
��� ���������� ������� ���������� ���������� � �� ���� �� ����������������� ��� ������� λi
������� ������������ log(P (λi | O)) ���� i ∈ {0, . . . , I} ����� ��� �� ������ �� �� �������� �� ��
���������� �� ��������������� ����� ���������� ������ D(λ,λi) �� ����������� λ ����� ��
������ ��������� ��� ���� ������� � ��������
������ ���� �������� �� ����� ���� �� �� �������� ���� S � ������ T = 50 000� I =
100� A0 =MR �� B0 =MR�
��� �������� �� ������� �� ������ ������
������ ���� �������� �� ����� ���� �� �� �������� ���� S � ������� T = 50 000�
I = 100� A0 = B0 =MR�
������ ���� �������� �� ����� ���� �� �� �������� ���� S � ������� T = 50 000�
I = 100� A0 = B0 =MR�
�� ������� ��������� �� ������� �� �������� �������� ���� ���������� ��� �� ������� ��
����� ���� ���� ��� ������� λ� ���� �� ������������ ������������ � �� �������� ��������
������ O� ��� ���� ������� �� �������� ��������� ���� ������ ����� �������� ���������
�������� �� ���������� ���� �� ����� ���� ��� ������� ��� �� ��������� �
P (O|λ�) � P (O|λ),
�� λ ��� �� ������ �� �� �������� ������
���� ��������� ��� ��� ��������� ������ ���
����� ��������� ���� �� ��� ������������ ���� �������������� ������
��� ������� �� ����� ����� �� ������� ���� ���� �� �� �� ����� ��������� �� ������ ����
�� ��� ��� ���� ������ �� ���������� ������������ ���� ����� ������������� ��� �� ������ ��
������ ����� ���������� ���� ������ ���� ���� ���� �� ���������� ������� ��� ��������� ���
���� ���������� ������� ���������������� ��� ������ ��� ���� �� �� ����� ����������� ��� ���
�������� A �� B� �� ������ ����������
������ ���� �������� �� ����� ���� �� �� �������� ���� S � ������ T = 50 000� I =
100� A0 = B0 =MR�
������ ���� �������� �� ����� ���� �� �� �������� ���� S � ������� T = 50 000�
I = 100� A0 =MU �� B0 =MH �
��� �������� �� ������� �� ������ ������
������ ���� �������� �� ����� ���� �� �� �������� ���� S � ������� T = 50 000�
I = 100� A0 = B0 =MU �
��� ���� �������� ����� ��� �� ���� ������������ �� �������� �� ���� �����������������
�� ���� �� ������� �� �������� ��� ���� ��� ��������� ��� ���������������� �� ��� �������
������ ��� ��� ������������ ���������� ������������ � �� �������� ������������� O�
���������� �� ������� �� ����� ���� ������ ��������� �� ����������������� ����� ����
���������������� A0 = B0 = MU �� �� ����� ��� ������������ ����� � ������ � ������ ���
�������� ��������� ���� ������������ ��� ����� ������ ������������� �� ���� ��������� ���
���� �� ����� ��� �� ������� �� ����� ���� �������� ���� ���������� ��� �� �������
�� ��������� ������ ���� �� ��� �������� �� �����������������
�� ����������� ��� ��������� ������� � ������� ��� �� ������� �� �������� ���� ��� ����
��������� ����� ��� ������� ���� ��������� ���� �� ��� �������� �� �������� ������� ����
������� �������������� ��� �� ������ ���������� �� ������� �� ����� ���� ���� ������
�� ��������� ����������
��� �� ������� �� ���������� ������������ ��������� ��� ���
���� �� ���������� ������ ���� ����� ��������� ��� ��������� ������������ ��� ����������
��������� ������� ���� ������ ������� ����� �������� ��� ��������� ��� ��������� ������
���� ��� ��������� �� ��������� ����������� � ������ ��� ������� �������� ���������� ����� ��
���� ���� ��� ��������� � ������ ����� �������� ��������������� �� ���������� �� ������ ��
������ ����� ��������� ��� ����� �������� ������������ ��� �� �������� ����������
��� �� ������ ��� ���������� ���� ��������� ��� ������� ���������� ���� ��� ��������� �� ����
�� ����� ���� ��� ���� ������������ ����������� ��� �� ������� ��� �������� ������� ���
���� ���������� �� ���������� ������������ ���������
��� ��� ���
��������� ��������� ��� ������������ �������� � ����� ���������� ���� ���������� ����� �����
��������������� ���������� ���� ��� ������������ �� �� �������� �������
������ ����� ������������� ��� �� ������� ��� �������� ������ ��� �������� ��� �������
������ �� ���� �� ����� ���� �� �������� �������
���� ������ �������� ����� ���� ����� ������� ��� �������� �� ���� ����� �� �� ��������
���� ��������� ���������� ���� �������� ��� ������� �� ������ ������ ������� ��� ����
������ λSeq,Meth,T,Init �� ��� ���������� �� �������� ����� �� ���� ���� �� ������� �����
������� ��� �� ��� � �� ������ �� �� �������� ������������� �� ���� ���������������� ���������
�� ������ �� �� ��� ��� ���� �� ������ ������� ���� ������������ ����� ��� �������� �� ������
��������� � �� �������� ���������� ����� ��� �� ������ �� ������ λSeq,Meth,T�
��� ������� ���� �� ��������� ����� ���� ��������� ��� ��������� ������������ ����� ��
�������� ����� �� �� �������� ���������� � ������ �� ������ ������ λR,G,50 000,A�
��� �������� �� ������� �� ������ ������
������ ����� ����������� �� ������������ ����������� ����� �� �������� ����� �� ��
�������� ����� �� ������ λR,G,50 000,A�
���� ������� ���� ������� ��������� ��� �� �������� ������ ��� ����� � ��� ���������
������������ ���������� � ���� �� �� �������� ���������� ���������� �������� ����������
������� ��� �� ������� �� ������ ������ �� ������ ����� �� �� ����� ���� ��� �� ������ �� ��
�������� ������������� ��� �� ������� ��������� ���� ����� �� ������������ �����������
���������� ����� ��� ��������
������ ����� ����������� �� ������������ ����������� ����� �� �������� ������ �� ���
��������� ����� ��� ������� λRH,BW,10 000,A �� λRH,BW,50 000,A�
�� ����� ���� �� ������ �� ������������� ��� ������ ���� �� ������ ����� ��� ������ ��� �����
�� ��������� ������������� �� ������ �� �������
���� ���������� �� ���������� ������������ ���������
��� ��� ���
�� ��������� ������ ��� ���� �� ������� ��������� ���������������� ���������� �� ������� ������
����� ��� ����������� �� �������
������ ����� ����������� �� ������������ ����������� ����� �� �������� ������ �� ���
��������� ����� ��� ������� λRU,BW,50 000,A �� λRU,BW,50 000,C�
������ ����� ����������� �� ������������ ����������� ����� �� �������� ������ �� ���
��������� ����� ��� ������� λRH,G,50 000,A �� λRH,G,50 000,C�
���������� �� ��������� ����� ��� ���� ��������� �� ������� �� �������� ������� ���
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